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ABOUT EQUATIONS OF THE EARTH MOTIONS

O�D�Voevoda
International Institute of Earthquake Prediction Theory
and Mathematical Geophysics� Russian Academy of Sciences� Moscow� Russia

The paper discusses equations of motion of self!gravitating and rotating elastic bodies$ The
equations governing internal and external dynamics of these bodies were obtained by the ,virial
equations, method$ The size of each body is small in comparison with the distance between bodies$
Displacements within the body are much less than the size of the body$ The strains are also small$
The obtained set of equations controls the motion within the body� the orbital motion� and rotation
of the body as a whole$ Geodynamical applications of these equations are also discussed$
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��������� � ������� ���� �� ������� � ���������� ����� ���� �!�� ��� �������
� ��!� "�#$�	 %&�'���� (�� �������� ����!���� ����# ���#�����)� ���$�&� (�����#��*
��$��� !���� � �&�$������ �+���, �����������-�� #�!�$��� &�!�'	 .���, ��! �!
��&��$��� ���#������ $�)�'���� ���������'���� � ��&�'���� ��!�/���$���� ��!���*
�$���� � ��&#�/��, � ��$�&��#�, ���!� �������� � "�#$�	
0!��, �& ������� ��$����� &�!�'� �������� ��1$-!��#� !��/���,� � '��������� 2 ����*

���� #�������, !���#���#�, "�#$�	 01��� ��!����$���� � ���������� � #���!� �+����
(��, &�!�'�� � ���/� )����&�'����, ����������� �&�$������ #�/�� ��$�'��� �& #��)�'�*
�$���� ��1$�����, 3�2��4	 5 ���)� 6���� � 6-$$�� 3��4 ��!�1�� ���#����� ��������
��1$�#�� ������ ���&��� � �������# "�#$�	
7����,+�, #�!�$�- "�#$� ��$����� #�����$���� ��'��� ������ �� �!���� � )�����*

������# ��$� ��� ����$��� ���#�'���� ��$	 0������� !��/���� "�#$� � �#�� #�!�$�
�&��#�!�,����-�� #�����$��� ��'�� ���� � ��)�+�����-� ����, ����+���- �&#��
�����,+�)� �& ��$ � #���#�$���#� ��������- #�/!� (��#� ��$�#�	 5� �! &� �#�� (��)�
�)���'���� ����!�� � &�!�'� �1 ���$�&� !��/���� #������� ����-�� �� ��$ ����'�� 
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01�'��� &�����#������ ������� "�#$� ���$�!�-��� � ��#���- ��������� ������ �$�*
!��� �& &����� �&#������ #�#���� �#��$���	 5 ���&����, � ����-��,�� "�#$�, ��������$�*
��, �����#� ���!���� (��� &���� ���!�$����� ��������# 3��49

d��

dt
� bJ: �� �

dbJ
dt

: ��� ;�� � bJ< = �M� ;�<

)!� bJ 2 ���&� ������> �� 2 �)$���� ������� ������� "�#$� #����, M � �1?�#�# V> �M 2
��##���, #�#��� ���+�� ��$ ��������$��� ����� #��� "�#$�	 .��&� ������ &������ ��
�����)����� "�#$� � ����!�$���� �$������� ����� "�#$�	 7� �M = � ��$�&����� ���
��&����#�� ���1�!��� �������	
.�� ��� ��� ��'�� ��!���#���#�)� ��$� ����-��� � �!�������, �)$���, �������-� ��

�� �$������� #�����$� ��$�� �� �)� �����)����� �� �&#���-��� � ������� !��/����	 5
(��# �$�'�� � �������� ;�<� ��&����#�# ��������# @,$��� dbJ�dt = �	
A����1����� #�����$� "�#$� !���#�������� ����$����� � �&#������ ��$�/���� ��'��

#�����$� "�#$� ��������$��� �� ����� #���	 @�� ����!�� � �&#�����- ���&�� ������
�� ��#��� � � �����������-��#� �&#�����- �)$���, ������� ������� "�#$�	 A���������
1�$�+�� '��$� �1��� ������ ��������� ���$�&� �$����� �&#�����, ���&�� ������ �� �)$�*
��- ������� �������	 @�� �&#������ #�)�� 1��� ��� #�!$����#�� ��� � 1����#�	 6�!*
$����� �&#������ �1��$��$��� !��/����#� � #����� � �!� "�#$�� !��/����# #�������� (��*
$-���, �$����� ������� ��#����� � �	�	 B����� �&#������ � ����- �'��!� �1��$��$���
�������# ��&���������� �'�)�� �'��� ��$��� &�#$�������, � &�#��, ���	
�������� ;�< #�/�� ��#����� !$� �������� ������� !���#���#�, "�#$� �$�!�-��#

�1�&�#	 7����� �'����� 3��4� '��

�� = �C: ��� bJ = bJ :bj�
)!� �C � bJ � 2 ��������������� �)$���� ������� � ���&� ������ ��!���#���#�, "�#$�> ��
� bj� 2 ��������������� ��&#������ �)$���, ������� � ���&�� ������� ������ �1��$��$���
�����1�����- #�����$� "�#$� !���#��������	 .���� ��!��$�/���� ��&��$��� ���$-'���
�& �������� ;�< ������� "�#$� ��� ��!���#���#�)� ��$� � ��$�'��� �������� D����$$�	
7� �&������ �C� bJ � bj �������� D����$$� ��&��$��� ��,�� �)$���- ������� �� �������
!���#���#�, "�#$�	
5 �&������ ����� �1��� �� �1��/!����� ��&�'����, �#��$ �)$���, ������� �� ���  �*

���������� ������� !���#���#�, "�#$�	 5 �������� D����$$� ����������� �)$����
������� �C� ������  ������&��� ������� ��!���#���#�, "�#$�	 .�� ��� ��!���#�*
������� ��������� "�#$� �� ��$�&����� � ��$������� �� �� ���$�� ����� � ���� �$�'�� 
�������� @,$�� � D����$$� #�/�� ��#����� !$� �������� ������� !���#���#�, "�#$�	
@�� &���!���� ���$�& � �������- ����������- !���� ��1$-!���, �� ������ �+����
�&$�'�� #�!�$��� &�!�'	
0������� ��$� �1��� ������� � ��������� ��$���, ��#������ �������� ;�< � �)� �$�!����,

!$� �������� ������� !���#���#�, "�#$�	
��� ���&�$���� !����/���� (��, ��$� ��&#�/�� ��$��� ����# ���$�!�����$���)� ����!� ��*

���#� �������,� ������ �������-� ��&#�/��� !��/���� #�������)� ����-��)��� !���*
#���#�)� ��$� 2 "�#$�	
�$� �������� !��/���, #�������)� ����-��)��� !���#���#�)� ��$� ��$����1�&�� ��*

#����� #���! #�#�����	 5 �8
8 )	 (��� #���! 1�$ ��#���� 5	E	F���# !$� ����!� �������,
!��/���� ����-�� �� )�&��� �$� /�!�� #��� 3�
4	 "���# #���! #�#����� 1�$ �����#�*
��'���� ����$�&���� A	G��!���� ��# !$� ���$�&� ��)� ��������� ����-�� �� /�!�� 
#��� 3�H4	 5 ��������, ������ � ��#���- #���!� #�#����� ��$�'��� �������� !��/����
#�������)� ����-��)��� !���#���#�)� ��$� � �������� ��$���� � ��#������ � )��!�*
��#���	
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7���� �#����� ������������ n = �� �� � � � � N #������� !���#���#� ��$� ������ �&�*
�#�!�,����-� #�/!� ��1�, � ������������ � &�����# ��)������	 ��$�'����� ��$ � #����
��/!�)� �& �� �� �&#���-��� �� ��#���	 ������������� �&��#�!�,����� ��$ ����$�����
� � ��1$-!��#� !��/���� 9 � �&#������ �&��#��)� ��$�/���� ������ #��� ��$� ����*
��� ��/!�)� �& ��$ ��������$��� ����)� ����� #���� �&#������ �&��#��)� ��$�/���� ��'��
#�����$� ��/!�)� ��$�	
�$� ��$�'��������)� �������� !��/���� ��$ ���!�# ������$���- �����#� ���!���� f�� �Xg

� ��������$���� �����#� ���!���� fon� �xng� ��'�$� ��/!�, �& ����� �����!��� � �����#
#��� �����������-��)� ��$� ;������<	
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5�!�$�# ��$� � ��#��# m� ������ 1�!�# �'����� #�!�$�- "�#$�	
01�&��'�# �X;t< � �X;t<� ��������������� ������ #)�������)� ;������)�< ��$�/���� �����

#��� ��$� � $-1�, !�)�, �)� ��'�� ��������$��� f�� �Xg � #�#��� ��#��� t	 5����

�x = �X� �X

���!�$��� #)�������� ��$�/���� ��'�� ��$� ��������$��� �)� ����� #��� ;�#	 ������<	
5���� ���#�����, ��'�� #�����$� ��$� ���� 3��49

�u = �x� �x�

)!� �u = �u;�x� t<> �x 2 ����� ��$�/���� ��'�� #�����$� ��$� � ��� ��&����#�# ���'����#
���������	 I���# � �����# +����#� ��������������� �1�&��'��� ��$�'��� � ������# �
���'����# ��������� ��$�	 0��'����� ��������� ��$� #�/�� 1��� ��� ��&�'���� ��$�&��#�#�
��� � )�������'����#� � �)� ��1� ���!�$����� ���!�, ��$���)� ������� � �!�1����#
�+���� �����������-��, #�!�$���, &�!�'�	
7���� ���'����� ��������� ��$���)� ��$� ������������� )�������'����, #�!�$� ��$� �&

��!���#���#�)� #�����$�	 5 (��# �$�'��

d�x�dt = �� ;�<

)!� ���&��!��� �� ��#��� d�dt ���!�$��� � �����#� ���!���� fo� �xg	
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7� ���!�$���- #���� ��$� M � ����� ��$�/���� �)� ����� #��� �X ���� 3�J49

M =

Z
V

�dV� ;
<

M�X =

Z
V

��XdV� ;H<

)!� �;�x� t< 2 �$������� #�����$� ��$� �1?�#�# V;t<	
5 ������$���, �����#� ���!���� f�� �Xg !��/���� ($�#������)� �1?�#� !���#���#�)�

��$� ���!�$����� ��������# 3��4

�m
d��Xm

dt�
X

= r � b�m :�fmm :
NX
n��
n��m

�fmn� ;�<

5 �������� ;�< b�;�x� t< 2 ��##���'��, ���&� ;����)� ��)�< ����/���,> r� = div�
��'�� � �&��'��� ���$���� ���&��!����	 7��&��!��� �� ��#��� d�dtX ���!�$��� � ��*
���#� ���!���� f�� �Xg	
01?�#��� ��$� �fmm � �fmn ���� 3849

�fmm = G�m

Z
V�

m

�
� �x� �x�

j�x� �x�j�
dV� ;J<

�fmn = G�m

Z
Vn

�
�Xm � �Xn

j�Xm � �Xnj�
dV� ;�<

)!� G 2 )������������ ����������> j�x� �x�j 2 ��������� #�/!� �&$�'��#� ��'��#� �!��)�
��$�> j�Xm � �Xnj 2 ��������� #�/!� ��'��#� �&$�'�� ��$	
D���� '���� �������� ;�< ���� ��$� ������ ($�#������)� �1?�#� ��$�� ����� '���� ���*

����� ;�< ���� ��##� ���� ������ r � b� � �1?�#�� �fmm � �fmn ��$� ������ !�,����-� ��
($�#������, �1?�# ��$�	 5���� �fmm ���� ��$� )�����������)� ����/���� #�/!� ��'��,
�x � ���#� !�)�#� ��'��#� �x� (��)� /� ��$�� � ����� �fmn 2 ��$� )�����������)� ����/����
#�/!� ��'��, �X � Vm � $-1�# !�)�# ��$�# Vn	
�$� ������� 1�!�# �'������ '�� �� )$�!��, ���� ����� ��$� S ����� ����/���, ����

��$-� �	�	

b� � �n = � �� �x � S� ;�<

)!� �n 2 ����� �!���'��, ��#�$� � S	 7�$�/���$���# �'������� �����$���� ���+��, � S
��#�$� ;�#	 ������<	
%& ��#�$� ;H< �$�!��� ��/!�����Z

V

�;�X� �X<dV � �� ;8<

7� ���&#����, #���� ��$� �����!$��� �������� 3��49Z
V

�
d�q

dt�
dV =

d�

dt�

Z
V

�qdV� ;��<
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)!� � 2 ���!�� ���&��!��,� � q 2 �������� �$� ���&���� ������� ���!���� � ��#���	
7���� &� 1������'��#�$�, ������$ ��#��� ���� �!�� 1������'�� #�$�� �&#������ �&�*

�#��)� ��$�/���� � ��������� �����# ���!���� fo� �xg � f�� �Xg	
5 !���#���#�# ��$� ����� ������� ��'�� ��$� ��������$��� #)�������, ��� �������

&������ �� ��$�/���� (��, ��'�� � ��$�� �	�	

�� = ��;�x� t<�

01�&��'�#

� �� �=
�

V

Z
V

��dV

��!��, �� �1?�#� ��$� ����� �������	 A����������-��� #)�������� �)$���� ������� ��*
����� !���#���#�)� ��$� ��� ��$�)� ����

�� =
d

dt
� �� � �

7��&��!��� �� ��#��� ������ �X � �����#� ���!���� f�� �Xg � fo� �xg ���&��� ��#�$�#�
;�#	 7�$�/����<9

d�X

dtX
=

d�X

dtX
:
d�x

dt
: ��� �x� ;��<

d��X

dt�
X

=
d� �X

dt�
X

:
d��x

dt�
: ����

d�x

dt
: ��� ;��� �x< :

d��

dt
� �x� ;��<

A�#��$ � �&��'��� �������� �#��/����	 5�$�'��� d�X�dtX � d� �X�dt�
X
� ���������������

���� ������� � �������- ����� #��� ��$� ��������$��� �����#� ���!���� f�� �Xg	 5�$�*
'��� d�x�dt � d��x�dt�� ��������������� ���� ������� � �������- ��'�� ��$� ��������$���
�)� ����� #���	 5 ��#�$� ;��< �$�)��#��� ��!�/���� �)$���- �������� ���������������
���� �������- ����$���� �����1�/��#� �������- � �������-� ������ �1��$��$��� ��*
����������# �������# ��$�	 5 7�$�/���� ����&���� '��
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V

Z
V

d��

dt
dV ;�H<

���� ��!��� �� �1?�#� ��$� �)$���� ������� �)� �������	
7����

�� = �K: ��� ;��<
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#�/�� ��!������� � ��!�

�� = �C: ���
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��������� ������ �������-� ��&#�/��� !��/���� #�������)� ����-��)��� !���#���*
#�)� ��$�	 0!�� �& (�� �������, 1�!�� ���!�$��� !��/���� ��/!�, ��'�� #�����$� ��$��
� !�)�� 2 !��/���� ��$� ��� ��$�)�	 A����������-��� )���� �������, 1�!�# �������� �
��������, � ���+��, &�!�'�# !���#��� #�������)� ����-��)��� !���#���#�)� ��$�	
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������, ��$�)�� �� &�!���� ��'�$��� � )���'�� ��$���� 	 @�� ��$���� ���!�$�-���
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)!� I 2 ����, �������� ���&�� bI	
5 �������� ;��< �� ��m = � ��$��� ��$�'�� �1?�#�� ��$ �fmm � �fmN ��&����� �&��#���

���#������ ��'�� #�����$� ��$�	 A�$� �fmN &������ �� �&��#��)� ��$�/���� ��$ � ��$�'��
�� ��$� ��-!�� &� ���$-'����# ����� #��� ��$�	 7�(��#� ��$� �fmN ����������� ��&����
��$����1�&�-��, ��$�,	 A ��)�+�����- o;l��R�< (�� ��$� �� &������ �� ���&��� ������
�� ��$� ������ �!�$��� �� ���#������#�)� ��$�	 %& ;��< �$�!���� '�� )$����, �����
��$����1�&�-��, ��$�
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7�!�����# ���&� ������ � ��!�9

bI = bI :bi�
)!� bI 2 ���&� ������ � ���'����# ��������� ��$�� � bi 2 �)� ��&#������� ������ �1��$��$���
�����1�����- #�����$� ��$� !���#��������	 5 $���,��# �� �u ��1$�/����9
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7���� #�$� ���#������ �u ��'�� #�����$� ��/!�)� �& ��$ � ��#������� ���&�� !����*
��, r�u � b�� )!� b� 2 �!���'��, ���&� �������	 7���� �&#������ ���#�����, � �!�����
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��#��� dj�uj�dt #��)� #���+�  �������, ������� ������������ ��&#�����, � #�����$�
��$� w	 7������ ��!��$�/���� ��&��$�-� ������ #�$�� ���#���9
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#��)� �1��� 3�����4	
7�$��� ���&��!��� �� ��#��� �� ������ ���#�����, ���� 3��49
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�������� ;��< �����!$��� !$� �!�$���� !�) �� !�)� ��$� � #�����$� ����� ��$�&�*
-��� #�$�� ���#������ � !�������� � ���/� #�!$����� �&#������ ���#�����,	 5 )���'*
��# ��$���� ;�< ��� ��$�'��� ���/� �������� � ���'����#� ��������- ��$�� �	�	 M� ��n = � �� S	
7� #�$� !������� #�/�� �'������ '�� ��$�)�'����� #�!�$� #�����$� ��$� �������*

������ $���,�� ���)�#� ��$� 3��49

b� = Mc � �M�� ;�J<

)!� Mc 2 ��##���'��, ���&� ;'������)� ��)�< ��(���������� /�������� #�����$� ��$�� �
��##���'��� '���� ���&�� !������,
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�������� ��������� ;�J< $���,�� ���)�)� ��$� #�/�� 1��� ���!��� � ��������# ���������
!$� ��&�����)�)� ��$�� � ��# '��$�� 2 /�!��)� 3��4	
�$� ���������� ��������, &�!�'� ���1 �!�#� &����9 �����)����- ��$� � ���'����# ��*

�������� �)$���- ������� �)� �������� �$������� � ��$�)�'����- #�!�$� #�����$� ��$��
� ���/� ��� ��$�'��� � ����, '���� �������� ;��<	 N�'�$���� � )���'��� ��$���� ���!�*
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�� �������-� !��/���� ��$� ��� ��$�)�	 5 #�����$� ��$� ��$�&�-��� #�$�� ���#�������
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��!���#���#�)� ��$� � ��$���)� !���#���#�)� ��$�	
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5 ��!�!��� �&!�$� ��$�'��� �������� ��������, � ���+��, &�!�' !���#��� #�����*
��)� ����-��)��� !���#���#�)� ��$�	 @�� �������� �������-� !��/���� �!�$���� 
!�) �� !�)� +���1�&�� ��$ ���&#����, #����� ������ �&��#�!�,����-� #�/!� ��1�, �
������������ � &�����# ��)������	 5 #�����$� ��$ ��$�&�-��� #�$�� ���#������� !����*
��� � #�!$����� �&#������ ���#�����,	
7�$�'����� �������� � ������� #�)�� 1��� ����$�&����� !$� ���$�!������ ��&#�/�� 

!��/���, "�#$�	 0!���� ����� ���$�!������ &���!���� �&*&� �$�/����� (�� �������,	 E��*
$�& ��$���, �������� ��&��$��� �������� �������� ��������, � ���+��, &�!�' !���#���
#�������)� ����-��)��� !���#���#�)� ��$�	
7���� � ���'����# ��������� ��/!�� �& ��$ ��$����� +��#	 7���� � ���'����# ���������
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���� ��$�'�#� '�� � (��# ��������� "�#$� �������� ����������� �	�	

d�C

dt
= �� ;�H<

7�!������ ;�
<� ;�H< � �������� ;��< ��������, &�!�'�� ��$�'�#9
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dbjm
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: �Cm � ;�Cm �bjm< = �� ;��<

dbjm
dtX

=
djm
dt

: �Cm �bjm� ;��<

�������� ;��<2;��< �������-� ��&#�/��� !��/���� ���)�, "�#$�� ���&� ������ ����*
�, � ���'����# ��������� ��$����� +����# � �&������#	 @�� !��/���� "�#$� �1��$��$���
�������#��  �������� !$���$������ � ����� ���&��$��� �� �������- � ����!�# ��
������� T = ��j�Cj	
�$� �������, ;��<2;��< #�/�� ��!�$��� �����$��� �����'���� ��/�� #�!�$��� &�!�'	

N���#�� � �$�'�� � � T (�� �������� #�)�� 1��� ����$�&����� ��� � !���#�'����, �����
&�#�� ��$����� ��� � !$� ���$�&� ��$�1���, "�#$�� ������ ��&1�/!�-��� ��&����������#
� �&�����# � �� ��!� �'�)�� ��$��� &�#$�������,	 B����� ;��T � �< � #�!$�����
;��T � �< !��/���� ���/� ��!����$�-� ������ !$� #��)� &�!�' )����&���	 E��#�����*
'����� ��!����$���� �������� ;��< !$� 1���� !��/���, ��������� ������������ ��$�
� "�#$� � �#�� $�'���, �����	 E��#�����'����� ��!����$���� �������, ;��<2;��< !$�
#�!$���� !��/���, ��������� �������� ������ #�)�� 1��� �1��$��$��� ��&#�/��#� ��*
'����#� � #����� � �!� "�#$�� !��/����# #�������� (��$-���, �$���� � �	�	
5 �$�'�� #�!$���� �������� �������� ;��<2;��< #�/�� ����������� ��������	 L���#�*

��# ����� !��/���� #�����$� "�#$�� �� �����#  �������� ��#� � �&#������ ������
���#�����, #��)� 1�$�+� ����!� ������� T � �	�	 ��T  �	 5 �$�'�� �'��� #�!$���� !��*
/���, ;��T � �< ���&����� �������� !������-� ��� ��&����#�- ���&������'����- ���#*
�������

�m�Cm � ;�Cm � �um<�r � b�m = �fmm � �m�Cm � ;�Cm � �xm< : �fmN �

�Cm � ;�Cm �bjm< = ��
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d tX

= �Cm �bjm�
5 (�� �������� �� �!�� �& ��$�'�� �� &������ �� ��#���	
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O�$�- ��������, �1��� ��$�$�� ���$�& ��$���, ��#������ �������, @,$�� � D����$$�
!$� �������� ������� !���#���#�, "�#$�	 �$� !����/���� (��, ��$� #���!�# #�#�����
��$�'��� ��������� ������ �������-� �1���$���� !��/���� "�#$�� �� ������� � �&��#*
��� ���#������ #�����$� "�#$�	
�)$���� ������� ������� "�#$� ���!�$��� ��� ��$�'���� ������ &������ �� �����)��*

��� "�#$�� �� ������� �  ������ !��/���, ��! "�#$�	
7���&���� '�� �������� D����$$� � �)� �$�!����� ��$�-��� ������, ���$�!������ !��/���,

"�#$�	 �������� @,$�� ����$�&����� ��$��� ��� ����#�)���$���� !$� ����!� ���1 �!�#� 
������+���,	
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fo� �xg 2 � ��$�#� ������ &���#��� '���� ����������	 A����#� fo� �xg �&#����� ���� ��$�/����
� ��������- ��������$��� �����#� f�� �Xg	
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7���� �������� �$� ���&���� ������� q ����  ����������� ��$� ���������, #����	
5���! ���&� ���&��!�� �� q �� t � ������$���, � ��������$���, �����#� ���!����
����!�# � ������������ � 3�J4	
7���� &� 1������'�� #�$�, ������$ ��#��� dt (�� ������� ���������� 1������'�� #�$��

�&#������ dq	 A�����$�-��� (��)� �&#������ 1�!�� �&$�'�� � �����#� ���!���� f�� �Xg �
fo� �xg� ��'�#9

dqjX = dqjx � dqjrot� ;7	8<

%�!��� ���$� ������$���, '��� ���&����� 2 � ����, �& �����# ���!���� ���!�$��� �&#�*
����� ��$�'��� q	 5���� �$�)��#�� � ����, '���� ��#�$� ;7	8< ���� �&#������ ��$�'���
q� ������ ��&���� �������# fo� �xg ��������$��� f�� �Xg	 7� 1������'�� #�$� ������� 9
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P�$� q = �X� �� �& ��#�$ ;7	��<� ;7	�H< ��$�'�# ��#�$� ;��<� ;��<	
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