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SEISMOGRAM CALCULATION
FOR A FLAT HOMOGENEOUS EARTH

D�V�Peregoudov

United Institute of Physics of the Earth� Russian Academy of Sciences� Moscow

The problem of calculating seismograms in homogeneous half�space for the source with
arbitrary seismic momentum tensor is considered The result is expressed via elliptical in�
tegrals The solution of the problem is illustrated with computed seismograms for di%erent
moment tensors and di%erent azimuths 

��������

	
��
������� ������ ��
����� �
���
������ 
����� ���� �  ���!

�" ����
��� 
������
��� 
�#���� ��$��
��" %���&� '(���� )�� ��
�
������ ��%�
 
���
��$
� �*+,�� -�� ��
� � �� ��$��
���� �� � ��
�
�.��
��� %���&�� �
� ����
������ ��
$�
���
������/�  ���
�" ��
%���� �� �$��� �����
���� 0�����1�� 
����� 2�
���3  
��
������
���� &�� ���
��$���� �
�.��
��" �
$&�"�  ���$ �� ����&�� ����
�!
���� ���
�� 4�%�&�� �� � ����������$�� ���
������� �
������
�����
� ��.���%�� �� ����&�� ��� %��
��
������� 0� ���
�� �������� � ��"!
���&�� �� ����&�� � �
������� � 	
�
�������

c� ���������	
��
 ����



�5 ������ � �����
�� ������ ��
��������

6������ �
�%$ ����������� �����" 
����� �� �
������7 � 
���!
���� �*+,��� 8�!��
��.� � �
��
������" 
����� 
������
������� ��!
��&�� � 
����
������" ��$�
� ��
$�
���
������� �����  � � �
���!
�$1�. 
�����. 
������
���
�� ����&�� � ���� ���#��" ��
�� �
�
�!
�����"  ����
.������ 8�!���
�.� � �
��
������" 
����� 
������
�!
������ ����&�� !���%�
 �������� &��� 
���� �� ��
�
���� 8!�
����.�
� �
��
������" 
����� ���
���� ���
������� ����������� (��
����.
�����
�
�� -4� ��&�� � + 4$� 9�� :
���/� ����������$71�� 
�%
�&!
��� ��
���� ;�� ���
�������� �������� �� ���9��
���" %����� ��
�!
�����. �
� �����
�
������ �� ��
�%����
���" ���
�������� �
� (���
� �%�������� &�� ���  ��������� 4$� 9�� :
��� �
� %��
$�
������ ��!
��&�� � -� �� ��
� �  ��������� 4$� 9�� :
��� �
� ����&�� � ��
����
.������  � �� �%��� � �<�/ ��
���7��� &�
�% (

����&�� �� ��!
���
�
��

������������  ���!�

	
����"#�" ����
�7 =��
� ��
����� ����
����� �%��
����� $�
$!
��� ��
$�
���
������� 0��
���� ��� z �� �
����" �������  ��
�����
��$�
� ��
$�
���
������� � ��� x � y + ��
�

�
��� �
���9� -
��� ,/�
�
������� ���
�� $�
$����� ���7� ���>

�?ui @ cijkl�j�luk A fi�

��� � + �
�������� ui + �� ��
 ���1����� cijkl @ ��ij�klA�-�ik�jlA �il�jk/
+ ���%�
 :$ ��

z
y

x

A

B

h ���� �� & ��
������� ������

	
������� ���#��. ��
 fi ����
�� � ���� ��"���&�� ��� ����&�� �!
���%�
� �������

fi-t� r/ @ �Mik-t/
�

�rk
�-r� r�/�

��� r� + ����� 
����
������ ����&�� �� -B�
�� ����
���� ���$������
��"���&�� ��� ����&�� � �
������� � 	
�
�������/ �� %��
��
������



�������������� ������ ��
�������� �C

-�
� t � �/ ���%�
 ��"���&�� ��� ������� 
���� �$
7� � ���
� %��
��
�!
����� + �� ���
�" ���������" ��
�&���� �� &�� �%������� Mik-t/ �
�!
��.���� � ��&����  �
�� ��� �
����$� � �
����� ��
�%� t @ � -
��� */�
�
� $�
�1���� 4�
�$
 ����
�� ��&�
�  ��
����� � ����&�� �� �
$���$
 ���
��� ���%��&�� &�
�% h� :
���9$ ��
$�
���
������ �$��� �&�����
��������" �� ���
�����"

	iz-t� x� y��h/ @ ��

��� 	ij @ cijkl�kul� 	
����
������� �� ��� &�� � ��&�
���" ������
�
��� ��.���
��� � 
��������� � �� ��
���> ui-�� r/ @ �� Dui-�� r/ @ ��
)
��$���� ��&��
��� ��"����
���$� ���� %���������� �� �
����� ���!
1���� � %������" -�
��%��
���"/ ��& � ����
.������

���� �� '���������� ����
��
��
�� ������� 
�	
����
����
������� �� �������

t

M

E���
�� ��� �
����
������ ������� �� ���
�� ������ � �
���� �
�!
��
���. v�p @ -�A *�/
� � ����
�&��. v�s @ �
� ��
�� � �� �� �. ����!
#���� � @ vp
vs � ����� �
��� � @ vpt� E������ $
������"� ��&�
���.
� �
���&��. $�
���" �
���� ���>

��?ui @ -��� ,/�i�juj A ��j ui �
Mik-�/

�
�k�-r/�

ui-�� r/ @ �� Dui-�� r/ @ �� -,/

	iz-�� x� y��h/ @ �


E��
��� ��� �
� � %���&���" �� �������� � %���&�� 8 ��
$ 
���"!
����� $
������"� 
�#���� ����� �
��$71�" ��1�" ���>

ui-��x/ @

Z �

�
ds uijk-� � s�x/Mjk-s/
 -*/

6��� � ������� �����
��  ���
�" �� �
������ �
� ����
�����

�#����� ����������� ��
���
�7��� ��  �(44�9����� uijk� � �� ���!

�� 4$� 9�� Fijk �� ��� &�� ?Fijk @ uijk � ������ ����
���� � 4�
�$
�
-*/ ��$ 
����� �����
�
������ �� &������ $&������� &�� ��������
�
�!
��� &
��� ������7� -�� ������ �
���
� (�� ������&������� ���%�
��



�G ������ � �����
�� ������ ��
��������

��"���&�� ��� �������� � �� ��
.��� +  �(44�9������� uijk �  ���
��
����������$7� %���%����71��$ 
�#���7/

ui-��x/ @

Z �

�
dsFijk-� � s�x/ ?Mjk-s/
 -�/

6 �%�������� &�� ����  �(44�9����� Fijk -�� ����
� $� �� uijk/ ���7�
����
��� ��
���� ����������� -����� ��
���� + ��
�� � ln � + �� 4
����
S!��
��� �
��$71�" %� ��
����" ��
��"� -B�
�� ���
����� ���$������
��� � 
�%�� ��/ 	�� �
� $ 
�#���� �$��� ��
$&��� � ���� �����
�
��
 ���
�" �
����
������� ��&��
��� &��
����� �$��� �� ��%��������
�%������ ��� ���&�����"� ;���� ����� ��������� �1� 
�% �
������
�!

���� -�/ �� &�����

ui-��x/ @

Z �

�
dsGijk-� � s�x/

���
Mjk-s/


H$ �9�� Gijk $�� ���
�
����� ���� � �$��� �� 
������� ����
��!
��
���� $�
���� Gijk-��x/ @ � �
� � � � �
� ��&�%������� �������!
�
�
���. &
�����

8 ��
$ ������
�� �
��� �%��$��
���� %���������� ���1���� �����
�&��� �
����" ��� � ��
���
����� �
���4�
��9������� ���"������
���%�
� ��"���&�� ��� �������� 	�(���$ 4� ��&�� � ��&��
���� ��"!
����
��� �
� %�������� ��
�%����
����� 
��������� �� ����&�� � �
�
��%��
����� �%��$�� ��������  ��&��
���7  �(44�9������ 
�%
�!
����� ���1���� ��  ���������� ���%�
� ������� �
�  � ���!�� ������
-$�������/ �%��$���

0��
$��� ��
���
���  �
�&����� ��%�������.  �(44�9������� H$�!
 9�� Gijk� �&������� �
������
�7� ����" ���%�
 �
������ 
����� I��!
���� ����� ��� �� ��
�� �%  ���
�. ��� ����� ����
����> �� ��
 n
��
��
�  �
���9� � �� ��
 r� ���
��
����" �% ����&�� � � ��& $
���
7������ 8 ��#�� 
����
������ ������� �� �� �����&��" ���!
%�
 �ij � 8 ��
$ ������
�� ���%�
� ��"���&�� ��� ������� ���%�
 Gijk

����� �&����� ������
�&��� �� ��$� ���
����� ���� ���� 6 �%�!
������� &�� ����� ��������� ������  ������9�" � $ �%������ ���"!
������� (��> ri�jk � ni�jk � rj�ik A rk�ij � nj�ik A nk�ij � rirjrk� ninjnk� nirjrk�
ri-njrk Ankrj/� ni-njrkA nkrj/� rinjnk� �
��� ����� ������� ������&���
������
�� �� ����#���7  �
�1���7 �� 
$� ��� z� ;�� ������
��
���� ��%�������� �� 
����� &��
� ��%�������.  �(44�9������ �� ��!
����� ��"������
���� ���
� � Gijj ���� 
���"���  ������9�� �� ��
��
n � r� 8��
�� ������$  ��
����� �� � &���� ��& � ���
7����� 
�!
��
� �� ��� y� ��
$&�� Gxjj @ �� ���� 
���"��� ������#���� ����$
 �(44�9��������



�������������� ������ ��
�������� �<

8 ��
���"#�� �$��� ��&��
���  �(44�9����� ������ �
� �
$&���
 ���� ��& � ���
7����� 
����
����� �� ��� y� J�
� �� .���� ��!
&��
��� ��"����
���$ �� �� ��� y� � ��  � ��$!�� �
$���$ �%��$�$�
�� ��&��
���� ����� �
���
��� �� ��" �� 4�
�$
� -*/� �
���
�%����
 �(44�9����� uijk� I������ ������ ������$  ��
����� x�y�z �� $7�
&�� ��� y� 
���� �� %�������$ �%��$�$� )���� �
���
�%������ �� ��
�
���1���� � ���%�
� ��"���&�� ��� ������� ���7� ��� -
��� �/>

ui @ Oiju
�
j � Mkl @ OknOlpM

�
np� O @

�
� sin� cos� �
� cos� sin� �

� � ,

�
A 
 -�/

���� �� #������������� ���������

I���
�%$� �
������
������ ���
�9� O� ��"���� &�� ���1���� �� ��!
�
�����$ �%��$�$ ��&��
�7��� �� 4�
�$
� -*/ � %�����" uijk ��

u�ijk @ OikOjlOknukln
 -�/

B�
�� ���
������ ��
�7���  ��������� �� ��
� ���1���� � 9�
��!
�
�&�� �.  ��
������.� ��(���$ �
� ��&�� � $������ ��
�%������� ��
4�
�$
�" -�/� � �
���
�%������� ���%�
 ������� �� -�/ � ��&��
��� u�i
�� 4�
�$
�� -*/ � ���
��$71�� ���������
����� u�x � �u�� u�y � ur�

"���#����  ���!� � �$%� �&

�
� 
�#���� %���&� -,/ �
������ ����� �����
�
���. �
���
�%�!
����"� E��
��� �
���
�%������ '��
��� �� �
����� � �
���
�%������
H$
�� �� x � y

Ui-�� kx� ky� z/ @

ZZ ��

��
dx dy e�i�kxx�kyy�

Z �

�
d� e���ui-�� r/




�� ������ � �����
�� ������ ��
��������

�
� ��
�%�� ��
$&�� ������$ ��� �������. ��44�
��9��
���.
$
������"� I���&�� �.���� ��
� � � ��& � z @ �� ��(���$ ��� ��
�&��
$&���� ����� $�
���� � �& �� 	
� z �@ � ��
$&��� ������$ ����
����.
$
������"�  ���
�� � ����" �� ����������" %����� ����� ���>

����Ux @ -�� � ,/ikx-ikxUx A ikyUy A �zUz/ A -�k� A ��z /Ux�

����Uy @ -�� � ,/iky-ikxUx A ikyUy A �zUz/ A -�k� A ��z /Uy �

����Uz @ -�� � ,/�z-ikxUx A ikyUy A �zUz/ A -�k� A ��z /Uz 


	�������� � U � e��z �
������  ������� �
���
��&�� �. $
������"

�
� ��-�� A k�x/ A k�y � �� -�� � ,/kxky i-��� ,/kx�

-�� � ,/kxky ��-�� A k�y/ A k�x � �� i-��� ,/ky�
i-��� ,/kx� i-��� ,/ky� ���� A k� � ����

�
A�

�
�
� Ux

Uy

Uz

�
A @ �
 -5/

�� �%������� 
���"��� ����
����� ������� �
���
��&�� �. $
����!
��" ����� ���
����
���� 
�#����� ��
� ��
���
���
� �� ���
�9� 
����
�$
7

K @ ��-�� � ���� � k�/�-�� � �� � k�/ @ �


)� �� ��
�%��� ���
����
���� 
�#���� �$1����$�� �
�

�� @
p
����A k�� �� @

p
�� A k�� �� @ ���� �� @ ����

�
�&��  �
�� �� � �� ��$ 
������ 	������
�� ��"������  �
�� � ��!
����$ $
������" -5/� ����� ��"�� �� 
�#����� �
�&��  �
��� �� � ��
����������$7� �� ��� 
���"�� ��%�������. 
�#����� E&����� &�� ��
� �� ���7� ��
�����
���� ��1��������� &���� -��
�� ���
����� ��!
�$������ � ���/� ������ &�� 
�#���� � �� � �� $����7� �
� z � A��
� 
�#���� � �� � �� + �
� z � ��� 6�1�� 
�#����� $����71�� �
�
z � A�� ����� ���>

�
� Ux

Uy

Uz

�
A @ a�

�
� ky
�kx
�

�
A e�z�� A b�

�
� �i��kx
�i��ky
k�

�
A e�z�� A

Ac�

�
� kx

ky
i��

�
A e�z�� � -C/



�������������� ������ ��
�������� �,

�
�&�� 
���"�� ��%�������� 
�#���� �
� �� ���
��� �� � &�� ��
���
� ���
�� �
������� �
������
�7� ����" � 
��� SH! � SV !��
�� �
�!
��� �� �
������
��� � 
�� P !��
��� 6�1�� 
�#����� $����71�� �
�
z � ��� ����� ���
���&��" ���>�

� Ux

Uy

Uz

�
A @ a�

�
� ky
�kx
�

�
A ez�� A b�

�
� �i��kx
�i��ky
�k�

�
A ez�� A

Ac�

�
� �kx
�ky
i��

�
A ez�� 
 -G/

L�#���� � ��
�%�. �$��� ��
���� � ���� �$��� ��$. &
����> ��
!
��" �$��� �
������
��� ����" 
�#���� �
� ��� ���&���� �
���
�������
���
�" + ����� $ %� �&�� �
���9�� L�#���� �
� ��� ���&���� �
���
��!
���� ��
��� $������ �
� z � ��� ��(���$ ��� ����� ��� -C/ �
� z � �
� ��� -G/ �
� z � �� ����� � %� �&�� �
���9� ��
��� $������ �
�
z � A�� �� &�� ��� ����� ��� -C/�

��
���� � �& � �� ����&�� � ���7� ��� -��
�� ���
����� ���$���!
��� � 	
�
������/>

KUx @ Mxz
�� KUy @ Myz
�� KUz @ Mzz
-��
�/�

KMxz @ i
�
-*
��� ,/kxMzz AMxxkx AMxyky

�
�

KMyz @ i
�
-*
��� ,/kyMzz AMxykx AMyyky

�
�

KMzz @ �


-=���� M ���%��&��� ��
�% ���
�����"�/ 6 �%�������� ��
� ������ x! �
y! �������� ���1���� ������  ������9�� kyUx�kxUy � kxUxAkyUy -�
���
���&���  ������9�� kyMxz�kxMyz � kxMxzAkyMyz �
� ���
�����"/�
�� � $�
����. � �& � $
������� �
�  �(44�9������ a� ����
�7��� -(��
����������$�� ����
���7 SH!��
�� �� ��
� P+SV /

-a� � a�/k� @ -Mxzky �Myzkx/
��

�-b� � b�/i��k� A -c� A c�/k� @ -Mxzkx AMyzky/
��

-b� A b�/k� A -c� � c�/i�� @ Mzz
-��
�/�

�*���k�-a� A a�/ @ i--Mxx �Myy/kxky AMxy-k
�
y � k�x//�

�--b� A b�/ik���� � -c� � c�/*k���/ @

@ i--*
��� ,/k�Mzz AMxxk
�
x A *Mxykxky AMyyk

�
y/�

�-�*k���-b� � b�/� i���-c� A c�// @ ��

��� �� @
p
���� A *k��



�* ������ � �����
�� ������ ��
��������

0�� ����
��$�� 
�#���� %���&� -,/ �� ��������" ����
.������ ��!
(���$ �$��� ��
� �  �(44�9����� a�� b�� c�>

a� @
i

*�k���
--k�x � k�y/Mxy A iky��Mxz A kxky-Myy �Mxx/�

�ikx��Myz/�

b� @
,

*�k�������
-�i���kyMyz A ��-k

�
xMxx A k�yMyy � k�Mzz/� -</

�ikx���Mxz A *kxky��Mxy/�

c� @
i

*�������
-���Mzz � k�xMxx � k�yMyy A *iky��Myz �

�*kxkyMxy A *ikx��Mxz/


)���
� �� ��
��� ��
���
��� ����� $ %� �&�� �
���9�� ��
���� ��
��������" ����
.����� ���7� ���>

Mxz-��k��h/ @ �� Myz-��k��h/ @ �� Mzz-��k��h/ @ �


;�� $�
����� %��������� &�
�%  ������9�� kyMxz � kxMyz �
kxMxz A kyMyz � ��7� ���%�  �(44�9������ a�� b�� c� � ����� � � $��
��"�������  �(44�9������� a�� b�� c� � 
�#���� �
� ��� ���&����
�
���
������ - �(44�9����� a��  � � �
����� ����
�7���/

�a�eh�� A a�e�h�� @ ��

b�i�
�
�e

h�� � b�i���e
�h�� � c���e

h�� � c���e�h�� @ ��

�b�k���eh�� � b�k���e�h�� � c�i�
�
�e

h�� A c�i���e
�h�� @ �


-,�/

L�#�� -,�/� ��.����

a� @ a�e��h�� �

b� @ -b�Qe��h�� � c��i�����e
�h���h��/
R�

c� @ -b��ik������e
�h���h�� A c�Qe��h��/
R�

��� R @ �����k����� + 4$� 9�� L(
��� Q @ ���A�k������ 6�
�% ��
����

�#���� -,/ �� ��������" ����
.����� �
������� ���>

Ux @ *kye
�h��a� � *i�������

�
�kx

R
e�h��b� � ���������kx

R
e�h��c��

Uy @ �*kxe�h��a� � *i�������
�
�ky

R
e�h��b� � ���������ky

R
e�h��c�� -,,/

Uz @ ���
���k�����

R
e�h��b� A

*i�������
�
�

R
e�h��c��



�������������� ������ ��
�������� ��

��� a�� b�� c� ��
���
�7��� 4�
�$
��� -</�
���
�������!�
�����N�� %���������� 
�#���� ��&��
����� �� 4�
!

�$
�

ui-�� r/ @
,

*�i

Z
C
d� e��

ZZ ��

��

dkxdky
-*�/�

ei�kxx�kyy�Ui-�� kx� ky� z/
 -,*/

�� ����&�
��� �
� �������� � %���&�� �������&�� �
������ (��
��&��
���� �
� x @ �� y � �� 	
� (��� kx � ( �������� �
������� �
�������� ��
� � � -</ � -,,/� 8�� ��&����� �� kx &
��� � ��
�%�. �����
��$������ ��� �
� $ ��� ��7� �$
� �
� �����
�
������� 6�
�%� ���!
1���" �
�����7� ���

Ui @
�
U
���
ijke

�h�� A U
���
ijke

�h��
�Mjk

�
�

��� ��
�&��� �� �$
�  �(44�9����� 
����>

U ���
xxy @

iky-k
�
x � k�y/

k���
� *ik�xky���

�
�

k�R
� U ���

xxz @ �
k�y
k�
� k�x�

�
�

k�R
�

U ���
yxx @

ik�xky
k���

� ik�xky���
�
�

k�R
� U ���

yyy @ �
ik�xky
k���

� ik�y���
�
�

k�R
�

U ���
yzz @

iky���
�
�

R
� U ���

yyz @ �
k�x
k�
� k�y�

�
�

k�R
�

U ���
zxx @ �*k

�
x����
R

� U ���
zyy @ �

*k�y����

R
� U ���

zzz @
*k�����

R
�

U ���
zyz @

*iky�����
R

� U ���
xxy @

�ik�xky��
R

� U ���
xxz @

�k�x����
R

�

U ���
yxx @

*ik�xky��
R

� U ���
yyy @

*ik�y��

R
� U ���

yzz @ �
*iky�����

R
�

U ���
yyz @

�k�y����

R
� U ���

zxx @
k�x�

�
�

R
� U ���

zyy @
k�y�

�
�

R
�

U ���
zzz @ �

����
�
�

R
� U ���

zyz @ �
*iky�����

R



0� ���  �(44�9����� ��%�������� �������&�� ������9��� ��
�&��

K� @
ik�xky
k���

� ik�xky���
�
�

k�R
� K� @ � iky���

�
�

R
�

K� @
k�y
k�

A
k�x�

�
�

k�R
� K� @ , A

���
R
� K� @ �*k

�
x����
R

�

K� @ �*k
�����
R

� K� @ �*iky���
�
�

R
� K� @ � iky

��
�



�� ������ � �����
�� ������ ��
��������

L� @
*ik�xky��

R
� L� @

*ikyk
���

R
� L� @ ��k

�
x����
R

�

L� @ ��k
�����
R

� L� @ �k
�
x�

�
�

R
� L� @ �k

����
R

�

L� @ �*iky���
�
�

R
� L� @

�����
R

� L� @ �*iky���
�

R
�

&�
�%  ���
��  �(44�9����� Uijk ��&��
�7��� �� 4�
�$
��

U ���
xxy @ *K� AK�� U ���

xxy @ *L��

U ���
xxz @ �K�� U ���

xxz @ �L��

U ���
yxx @ K�� U ���

yxx @ L��

U ���
yyy @ K� �K�� U ���

yyy @ L� � L��

U ���
yzz @ �K�� U ���

yzz @ L� � L��

U ���
yyz @ K� �K�� U ���

yyz @ L� � L��

U ���
zxx @ K�� U ���

zxx @ �L��

U ���
zyy @ K� �K�� U ���

zyy @ L� � L��

U ���
zzz @ �K�� U ���

zzz @ L� � L��

U ���
zyz @ ���� U ���

zyz @ L�


=���������� K � L ��  �������� �� ��
� k ����� ��
� �
��$��!
���� %�
����� 	�� �
� $ Uijk ��
����� ���%�
�� �
������ 
����� �
�����������" �� ��
� �%  ���
��� ��� ����� ����
���� + (�� k� ��
 ��������� Uijk ��
�7��� ��
������� �� ���
#� �
����" ������� ��
 ���������� k� )� �. ��
������ ����� &���
�> ,� ky � k

�
x� kyk

�
x� 6���
�!

��� 
��� ����
��� ��&����� ������� kx � ��7� �$
� �
� �����
�
���!
���� 
��� ��
���7��� &�
�% �
��������� ��#� � k�� 0��� �� $������
&�� &���
� ���� %���������� �� kx� ky ���$� &���
� ���� %����������
��  ��
����� � �
������

J1� ���� ����
����� �����������  �(44�9������ Uijk ������� �
���� &�� � 
��� SH! � SV !��
� �� 
�%��
�7���> ��
�&��� K ����
���
 � �
������� � 4$� 9��" L(
�� R � %��������
�� ����������$71�� SV !
��
��� �� � �
�������� �� ����
��1�� 4$� 9�� L(
�� � ����������$7!
1�� SH!��
��� ;�� ��
����� ��� 4� �� &�� 
������
������" ����&�� 
�� ����� ��%�$����� ��
� � SH!��
�� -�
� ��
� � SV !��
��/� B�
��
����� ���� �� $������ &�� � 
��� SH! � SV !��
� �� 
�%��
�7��� ���!

���&�� �> ��
� �� �� ������
��� ��&��
��� �. 4�
��
��� 
�%��
����
�� ��
$&�
� ��� &�� ���$�
���� ��
� ��
��� ���
7������ 
���#�� &��
(�� ��%������ ��.��� �% �. � �
���� 
���
���
�������



�������������� ������ ��
�������� ��

'������ ���()%�

8 
�%�� * �� ���
� %���&$ ��&��
���� ��"����
���  ��&��
���7
������9��� �
�. 
����. �����
�
�� -���-,*// � ��������
�
����� ��!

�������� K � L� O���� �����
� ��%��
��� �
������ (�� �����
�
�
 ���� 
������ L������
��� ���
���
� �����
�


J� @
,

*�i

Z
C

d� e��
ZZ ��

��

dkxdky
-*�/�

eikyy�h��L�


	�
�"���  �����
�
�����7 � ��
�
��.  ��
������.� � ��������
�
�!
��� ��
������ �$��� �$��� %������� kx � k cos�� ky � k sin�

J� @
,

*�i

Z
C
d� e��

,

-*�/�

Z ��

�
d�

Z �

�
kdk eiky sin��h��L�


E��
��� ����
� %����$ y sin� @ �� � L� �$��� �$��� ��
�����
kx � -k
y/

p
y� � ��� ky � k�
y

J� @
,

*�i

Z
C
d� e��

,

-*�/�

I
E

d�p
y� � ��

Z �

�
kdk eik��h��L�


=���&���
���� ���
7������ ��
����� ��� &��� � ��
$ ����
����!
��� $
������"� ��&�
���. � �
���&��. $�
���"� %����� k @ i�s 
�!
 ����
$�� %���������� ��������
�
����� ��
������ �� �� �����
�� �
��
� � � ( ��������

J� @
,

*�i

Z
C
d� e��

��

-*�/�

I
E

d�p
y� � ��

Z
D
-�sds/e���s��h

p
��s� �L�� -,�/

���

L� @ *s��-y�� ��/
p
�� � s�
y�R-s/�

R-s/ @ -��� *s�/� A �s�
p
-,� s�/-��� s�/

+ 2���%
�%��
�����3 4$� 9�� L(
��� ����$
� �����
�
������ �
��!
����
��� �� 
��� �+5�

ω

C

η

E

y−y

s

D argω

���� �� &����� C ���� 	� &����� E ���� 
� &����� D



�5 ������ � �����
�� ������ ��
��������

O������
� �� ��� �����
�
�� ����� �
���������  � 
�%$
����
��$ 
������ ��44�
��9�
������ �� �
�����

J� @
,

-*�/�
��

���
,

*�i

Z
C
d� e��

I
E

d�p
y� � ��

Z
D
-�sds/e���s��h

p
��s� �L�


-,�/

-8���1�!�� 
��
����� �� ��
�%�� f ��-�/ ��
����� ��F -�/��f-�/�f �-�/�
���� � ���� �
� ���
�������� �����
�
�� �� $������ &�� � ������
�
$&�� ��&�
���� %��&���� f-�/ � f �-�/ 
���� �$
7� I������ � �
$���
��P�������� O���� ������� �������
� �� %� �&�� ���%�
� ��"���&�!
� ��� ������� � �&������ &�� � ��� ���%�
� � ��� �
��%������ 
����
�$
7 � ��&�
���" ������ �
������/

	�
� �����
�
�� �� s � � ��&��
����� ������� �����
� -���
�����
���$������ � ���/� 8 
�%$
����� ��
$&��

J� @
,

-*�/�
��

���

I
E

d�p
y� � ��

-�s/ds
d�

�-� � h/L�� -,�/

��� s ��
������� &�
�% � � � �� 4�
�$
�

� @ s� A h
p
,� s�
 -,5/

	�
$&����� ��
������ ����� $�
������� ��
� �����
�%������� �
�!
�$71�� 
�%$
������� 	$��� f-s� �� �/ @ �� )����� 4� ��
$� ���$ ��
�!
����$7� ����� ��
�%��� ���
$7 &�
�% �
���7 � ��&��
��� �
��%���!
�$7� 	���
������ �� �� ��
�%�� �
��%������ ���%��� ������#�����

ds

d�

d�

d�

d�

ds
@ �,
 -,C/

��"������
���� �� ���
��� � ������" 4$� 9�� ��
$&��� ��
������>

ds

d�
@ ��f
��

�f
�s
�

d�

d�
@ ��f
��

�f
��
�

d�

ds
@ ��f
�s

�f
��
�

��
�������  ���
�� �
�.����  -,C/�
E��
��� ����
� � 4�
�$
� -,�/ %����$ ��
������. � � s �� 4�
!

�$
� -,5/� 8����
�%$���� 
�%$
������ -,C/ � ���� &�� d�
d� @ s�
	�
$&��

J� @
,

-*�/�
��

���

I
F

sds

y
p
s� � ��

�-� � h/L�� -,G/



�������������� ������ ��
�������� �C

s

F

1 γ sR

���� �� &����� F

��� � @ s�
y� �  ���$
 F �%��
���� �� 
��� C� )���
� $�� � ��
�������
&�
�% s �� 4�
�$
� -,5/�

Q��
���&��� �
�9��$
� �
���������  ����
���� �����
�
��� ��!
��&��� � �����
�
�.

In @
,

-*�/�
��

���

I
F

sds

y
p
s� � ��

�-� � �h/Kn

��
������� s � � ��
���7��� �
$� &�
�% �
$�� �� �� 4�
�$
� -,5/�
� �� 4�
�$
� � @ s� A h

p
�� � s�� &�� �
������  ��� �
� � ����$

 ���$
$ F � ���� � ���  �&��������" ��� �������� �
������ 8���#��
��
������ �
� K � L &�
�% s � �>

K� @
-s� � ��/�

s�

	
���

�
�

R
� ,

��



� K� @

����
�
�

R
�

K� @
��

s�
A

-s� � ��/���
s�R

� K� @ , A
���
R
� K� @

*-s� � ��/����
R

�

K� @
*s�����

R
� K� @

*������
R

� K� @
�

��
�

L� @
*�-s� � ��/��

R
� L� @

*s����
R

� L� @
�-s� � ��/����

R
�

L� @
�s�����

R
� L� @

-s� � ��/���
R

� L� @
s����
R

�

L� @
*������

R
� L� @

���
R
� L� @

*���
R




-O� $���
��
��� �
����� ���%��&���� �� � �� �
� 2���%
�%��
����.3

��� �
��

p
�� � s� �

p
,� s�� 4$� 9�� L(
�� ���� 2���%
�%��
�����3�/

���
������ � �
��� �.���� ��
� � &�
�% �� 	�� �
� $ � �
���.����
�� �� � � + �� kx � ky� �� ����� &�� $�����$��� � 
�%�� * &���
� ����
%���������� �� kx � ky ��7� &���
� ���� %���������� ��  ��
����� �
�
������

8���� �� ��� &�� � ��������
�
���. ��
������. K� � K� ����
�!
��� �
������� ���7� ����������� ���� ,
s��  ���
�� �� 
�1�7��� �
��
��� ��
�������



�G ������ � �����
�� ������ ��
��������

0� �$��� ���
������� �����
��������� �����
�
� ���� -,G/� E��!
&�
� ���
��� %����$ ��
������"�  ���
�� $�
����� �  ���$
 �����
�!

������� � ��������
�
���� ��
������� 0�� �� $��
��� ����
$����
��������� �
���
�%������ � 
���
��$
�� 	�!�������$� ��� ��
�����
�
�����
����� � ���%� � &�� �� ���#�� ��� ���
�����

*��%��$%� ������ ����+%�,��

=����� ��
������" s� �� �  ���
�" ����
�
��� ��#�� ����� ���>

� @

�
��� �
� �����
�
�� I �

��� �
� �����
�
�� J �

I% ���� ��������
�
����� ��
������ -���-,G// ����� &�� � 
�%$
�����
��
$&����� (

����&�� �" �����
�


J� @
,

-*�/�
��

���

I
G

��d�
y
p
,� �� � -� � h�/�
y�

�-� � r/L�
 -,</

R���� �
����
�%�
����� �
���
�%������  ���$
� �����
�
������� ���!

��� %����$ ��
������" � ��� (����� E��&�
� %������ s� @ z� 	�!
������
�
���� ��
������ %������ ��
� � �� s�� ��(���$ ����. 
�%!

�%�� �� ��%�� ���� 8 
�%$
����� ��.����� 
������� ����
.����� ��!

������" s 
���������� �� ��� &�����  ����� �%  ���
�. �� 
�����

������$ ����
.����� ��
������" z� �
� $�
�1���� 
���$�����" �$!
��� ���
� ����� �� 
�%
�%��� ���%����. � 
��� �
��

p
s� � ���  ���!


�" �.���� � ��������
�
���� ��
������ �$
����
� ������� B$���
�
����� ��
� � %� ��& ��� ����
����� �
���.���1��� �% (���� 
���!
 �
�� '���� ��.����" 
�������" ����
.����� s �%��
����� �� 
��� G�
0$
� 4$� 9�� L(
�� ���%��&���  �����  
���� ���� ����
���� %� �&��p
s� � �� + ��& ���� 0$
� 4$� 9�� L(
�� �� 
����. -A�A/ � -���/ ��!

��������$7� ��
��� L(
��� ������ �$��� �&������ &�� �
���� 
�%
�%�
&$�� ��$1���� � 
���� + &$�� �
�������� ��� ��"������
���" ���7�
���7�� � 
����
������ ��
7���� 	
� %����� s� @ z ��
� � ��
�����
�
�� ���� �  ������ 
���� �
��9�
$���� �� 
������$ ����
.����� z�
E���������$71�� ��
$�
�� ���� ���%��&��� A� B� C� D� '���� 
���!
����" ����
.����� z �%��
����� �� 
��� <�

��
�� ��
��� %����$ ��
������"

� @

�p
��� z� �
� �����
�
�� I �p
,� z� �
� �����
�
�� J �



�������������� ������ ��
�������� �<

(+, +)

a

A

(+,−)

B

1 γ

(−, +)

C

(−,−)

D

���� �� (�
�� ��������	 �����$��
�� s ��� ���������� J  )�� ���������� I
��
�� *+��, � *��+, ����-�
� ��
����

(+, +)

a

A

(+,−)

B

1 γ2

(−, +)

C

(−,−)

D

���� 
� (�
�� ��������	 �����$��
�� z ��� ���������� J  )�� ���������� I
��
�� *+��, � *��+, ����-�
� ��
����



5� ������ � �����
�� ������ ��
��������

	
� (��� �
������� 
�%
�%� ��$1�" �� �� -�
� ,/� '���� 
�������"
����
.����� ��
������" � �
� �����
�
�� I �%��
����� �� 
��� ,�� �
�
� �����
�
�� J + �� 
��� ,,� 6 �%������� $������ ��!�
$���$ 
�%!
���� 
������$ ����
.����� �� 
����� ��P������ �
��$7 ��
$�
�� ����
������ 
���� � 
��$7 ��
$�
�� ���� �
$���� -� �����
��/� L�%$
����
�
������ �� 
��� ,* � ,��

a

A

B

C

D

���� ��� (�
�� ��������	 �����$��
�� � ��� ���������� I

a

A

B

C

D

���� ��� (�
�� ��������	 �����$��
�� � ��� ���������� J

(+)

a

b

c

A

D
G

(−)

C

B
√

γ2 − 1

���� ��� )����� ��������� ��������	 �����$��
�� �� ��
�� ��� ���������� I



�������������� ������ ��
�������� 5,

(+)

a

b

c

A

D
G

(−)

C

B i
√

γ2 − 1

���� ��� )����� ��������� ��������	 �����$��
�� �� ��
�� ��� ���������� J

�����" �����
�
 ����� � ��������
�
���� ��
������ ��� 
���!
 �
�>

�
� �����
�
�� I (��

�� @
p
,� �� A �� �

p
s� � �� @

p
�� � �� � -� � h�/�
y��

�
� �����
�
�� J (��

�� @
p
��� , A �� �

p
s� � �� @

p
,� �� � -� � h�/�
y�


8���� (��. 
��� �
�� �� 
����. -A/ 
��� ,* � ,� ��
���
�7��� �
�!
�$71�� ��
�%��� 0� 
���� -A/ 
��� ,� �
� � @ � ��
��� �� 
�%
�%� ��
��1�������� � ��
�����
���� 0� 
���� -A/ 
��� ,* �
� � @ � ���
.$
�� 
�%
�%� �� &���� ����� � ��
�����
���� 8 ��& �. a �� 
��� ,* � ,�
-(�� ��
�%� s @ �/

p
s� � �� &���� ����� � ��
�9���
���� 6������

�1�� &��� .��� ����
���� �
������� ��������
�
���. ��
�����" K�

� K� ���7� � ��& � a ��
7�� ��
���� ��
�� �� ��
��� ��
������ ���

��$
�
���

-�	��$������� ����+%�,��

I��
��$��  �&�������� %���������� �����
�
�� I � J �� �
����� � �
6���������� ���
�&�7��� ������  ���� ���
 ���7��� ��& � ����
����
��������
�
����� ��
������� 8���� ��&� ����
���� &���
�� ��� �%
��. -�i

p
�� � , �
� �����
�
�� J �
� �

p
�� � , �
� �����
�
�� I/ ����!

������� ��� �
$��� ��& � ����
����� ���%����� � 
��� �
��
p
s� � ���

��
���1�7��� �
� �%������� � � S���� &�� ��%����� ���
 ������� (��.
��&� �
$� � �
$��� �
� � ������������ ��& ��� ����
�����

0�&��� ���
�������� � �����
�
�� J � 0�"��� ��
������ ������!
��. ��&� ����
���� -��& � b � c �� 
��� ,�/� �
� (���� �$��� 
�#���



5* ������ � �����
�� ������ ��
��������

 ���
����� $
�������

,� �� � -� � h�/�
y� @ �


J�� 
�#����

� @
�h� y

p
r� � ��

r�
�

��� r� @ y�Ah�� 0��
$��� ������� &�� r �
������
��� ����" 
���������
�� ����&�� � �� ��& � ���
7������ 	
� � � r ��& � ����
���� 
����
�� ��1��������" ��� -
��� ,�/� � �
� � � r + �  ���
� ���" �
�� �����
 � �� �%��� �� 
��� ,�� ����� � @ r� ��& � ����
���� ���
 ���7���
����$ ����"� � ������ (��� ������ �
����� ����������$�� ���$�
�!
��7 P !��
��� �
� � � r �
��$�� �&������ &��  ���$
 �����
�
������
����� ���� �� �%����" �� 
��� ,�� �
� (��� �����
�
� 
���� �$
7�
)� �� ��
�%��� �����
�
� J ������ �� ����� ������ �
��%�������

���� �$
7 �
� � � r� &�� ��
�������� �����
�
������ �� &����� �
4�
�$
� -*/ � �
���
�%������ �� -,�/  -,�/�

1
2G

ab c
���� ��� )� �
�������� P ������

E��$7 ��
��$7 ����������� �����
�
�� �
� � @ r ����� �9�!
���� �
��$71�� ��
�%��� 6&������� �� ���7� �����
�
�� ����
��1��p
s� � �� � %��������
�� ;�� �����
�
� ���7� ���>Z c

b

f-�/d�p
-�� b/-�� c/




I. ����������� �
� b� c ����� ��
$&���� ��
� ��
����� f @ constZ c

b

d�p
-�� b/-�� c/

@ i�


)� �� ��
�%��� 4$� 9�� F -��� -�// ���7�  ���&��" � �&� � ������
���$�
���� P !��
��� 	
� h �@ � ��������� ��& � ����
���� �� ���
 �!
��7��� � ������������� �� &�� �
$��. �����������" ����



�������������� ������ ��
�������� 5�

L�%��
���� ����
� � �����
�
��� I � �
������� �
� ��
���
���� ��!
������. ��&� ����
���� ����� ���>

�� � �� � -� � h�/�
y� @ �


J�� 
�#����

� @
�h� y

p
r��� � ��

r�

 -*�/

�� � �
����� ��& � ����
���� 
���� 
��� �� ��1��������" ���� 
���
 ���
� ��� ���
������ 6�� ���
 ���7��� ����$ ����" �
� � @ �r�
���� � ������ ���$�
���� �
���" S!��
��� 6��� � $ �����
�
�� I

���$� ���� � �
$��� ������������ E��
 ������� �
���.���� � ��& �
� @ �h
r�  ���
�� ����� 
����� 
���� ����������" ��& � ����
����
� @

p
�� � , -��& � d �� 
��� ,�/�

���� �	� .������� �����
ab c d

G

J�
� �h
r �
p
�� � ,� �� ���$�9�� ��
�����7 ���
���&�� ����!

�
�
$ J � � 4$� 9�� F ���7�  ���&��" � �&� � ������ ���$�
����
�
���" S!��
��� � �� (���� ������� �
����� 
���� �$
7� J�
� ��
�h
r �

p
�� � ,� ��� �
���� &�� ���
 �$���� � ��& �" b� ��& � c ���
!

 ������� � ����������" ��& �" d� ;�� �
���.���� � ������ �
�����
� @ yA h

p
�� � ,� '�� � �
���
���� &�� (��� ������ �
����� �������!

���$�� ���$�
���7 ��
����" ��
�� -��� 
$&��$7 �.��$ �� 
��� ,5/�

���� �
� (������ ������� Sin � / 0��

z
yA

B

P, S

head

θ



5� ������ � �����
�� ������ ��
��������

�� � @ y A h
p
�� � ,  ���$
 G ���
���� �� �  � �� �%��� �� 
��� ,C�

� 4$� 9�� F 
���� �$
7� 8 �
����$� � yA h
p
�� � , � � � �r  ���$


����� ���� �� �%����" �� 
��� ,�� 9��
���� %� 
���1�� �
$� ��� �
$!
��� �� 
�%��. 
����. ��& � ����
����� 0� ���9� �
� � � �r  ���$

���
���� �� �  � �� �%��� �� 
��� ,*�

1
2G

ab c
���� ��� )� �
�������� S������

6���������� �����
�
�� �
� � @ y A h
p
�� � , ����� ���

Z d

c

r
�� d

�� c
f-�/d�


J� ����� �9������ ��
���� f @ const�Z d

c

r
�� d

�� c
d� @ �i�-d� c/


	�� �
� $ c � d 
���"�� �� �
������ �� 4$� 9�� F ���
�
����� ��
���7� �%
�� - ���&��" � �&� �
��%�����"/ � ������ ���$�
���� ��!

����" ��
���

I%!%� ��
�&�� ��
����" ��
�� �������� ����������� �
� � @ �r�
6�� ����� ���>Z d

c

d�p
-�� b/-�� c/

@ � ln

p
d� b� pd� cp
d� bA

p
d� c

@ � ln
c� b�p

d� bA
p
d� c


� 

L�%����� c � b �
���
9����
���

p
� � �r �� � &�� 4$� 9�� F ���7�


���
�4��&�� $7 ����������� � ������ ���$�
���� �
���" S!��
���
�
��$71�" %� ��
����" ��
��"�

6������� &�� $���
������ � 
�������� �����
�
�� I � J �$
7 ��

���$�
���� ����������$71�. ��
� �������� �� �
������
���� �. � ����

�����
�
�� �� %�� �$���  ���$
�� �� ���
���&�� �. ��$�
�  ���$
�



�������������� ������ ��
�������� 5�

4$� 9�"� �� $�� ����&�
���� ��������
�
���� ��
������ K� � K�

�� ���� &�� ����
���� �
������� � ��.� ����&�71�� � 
���� SH! �

SV !��
�� ���7� ��
7�� ��
���� ��
�� � ��$�
�  ���$
�� 	�(���$

4�
��
���� 
�%��
���� ��&��
���� (��. � 
���� �
���
� ��  �
���!

��
�&����$ %� 
7&���7 � �
�# �� 
����� ���$�
���� ��
��

6��$��� � 
��9� �
��
��� &��
������ 
��&��� ��"����
��� �� �
�!

�������� ��#� 4�
�$
��� 0����
���������� ����
�%������ 4�
�$


���� -,</ ��
�������� ���� ��������
�������� &�� � ���� ��&��
�!

���� 4$� 9�� -Fijk/� � ��������
�
���� ��
������ ���7� ��
����

������������  ���$ ��  ���$
 �����
�
������ 
���� �  ���
� ���"

�
�� ���� -�
� P !��
�� � �
���" S!��
��/ � �������� � �%�������� � �

R���� �%������ (��. �
$������"� 2��
� ����3 �����
�
 �� 
�%
�%�

��i
p
�� � ,� i

p
��� ,� �
� ��

p
�� � ,�

p
��� ,� -�
� P !��
�� � �
���"

S!��
��/ � �$��� ��&��
��� 4$� 9�� Gijk� ���� �
������
�
$�� �1� 
�%

�� �
������ )� �� �����
�
������ 
�� � ����
������� ��  � ��� %�!

��������� �� � ���
�����&��� � �
����. �������
�. � �
p
s� � �� ���!

�����
�
���. 4$� 9�"� H$� 9�� Gijk $�� ���
�
���� � �
������
�!

7��� &�
�% �����
�
� �� �� �� ���
�
����. 4$� 9�"� 	
� 2��
� �!

�������3  ���$
� ��%�� �$� ����
����
���� � 
��� %� �&�� ��&����

�� ��� ���&����� � � ��
7��. L(
��� 6 �%�������� &�� ��&��� �� ���!

 ���&����� %������ �� �
����� �&��� �
���� + (�� ��
������ ����
��!

1�� &
��� �� � ��� 8�&��� � ��
7��. L(
�� �� �� %������ �� �
�����

�&��� �
����� ��
� � &�
�% �� 	�������
�
���� ��
������ �
�  ���$!


�� ��i
p
�� � ,� i

p
�� � ,� � ��

p
�� � ,�

p
�� � ,� ������� $�
�1�7����

:
����� �� �
���$1������ ��
����� ��� &��  ���$
 �����
�
������

����
� ���������" � 
���� 
��� �� ��1��������"� 
��� �� �����" ����

B�
�#�� &���� ��������
�
���. 4$� 9�" - 
��� �������
�"� ����
!

��1�. �/� %�����1�� ��
� � �� ��� ����� ���� ��&��
��� ���� 
�% �

���
��� ��1��������"� &�� %��&���
��� $� �
��� ��&��
�����

	
���
� 
��&��� ��"����
��� �
������� �� 
��� ,G+*,� 	
�������

�
��� � @ �
� �T���� � �
���� �
���
���. � ����
�&��. ��
�>

vp @ G  �T�� vs @ �  �T�� E�"����
���� ��&��
��� �
� ����&�� ��

��.���1����� �� �
$���� h @ ,�  �� )��%�
 ������� �%�������� ��

�
����� �� %� ��$ DM @ e�t
��a� -a @ �
, �/� E�"����
���� ��&��
���

�� 
��������� ,��  � �� ����&�� � �� 
�%��� �%��$���� Q%��$�� �

���%�
� ������� $ �%��� � �������.  
��$� ��� O��#���� �� ��
!

�� �
���" ��� 
�%
�&�� $ 
�%��. ��"����
����



55 ������ � �����
�� ������ ��
��������

20 30 40

�

z, R à

t, ñ25 35 20 30 40

z

R

R

z

z

�

á

25 35 t, ñ

���� ��� 1�	
�������� ��� ������� ������� Myz / 0 *�
������� ����������
����� ���-, �� ������� 2� ����� �
� x *�, � �� ������� 32� ����� �
� y *�,

20 30 40

z, R

�

à

25 35 t, ñ 20 30 40

R

R

z

z

�

á

t, ñ25 35

���� �
� 1�	
�������� ��� ������� ������� Mxy / 0 *�
������� ����������
����� ���-, �� ������� 2� *�, � �� ������� 32� *�,

20 30 40

z

z
z

R

R

�

t, ñ25 35

���� ��� 1�	
�������� ��� ����
���� ������� Mzz / 0 *�
�����
��� ���������� ����� ���-, 
�� ������� �� ����
��

20 30 40

R

R

z

z

�

t, ñ25 35

���� ��� 1�	
�������� ��� ����
���� ������� Mij / �ij *�
����
��� ���� 4����� ��
5������, 
�� ������� �� ����
��



�������������� ������ ��
�������� 5C

�%�,�.����
��/�!���� � ��0�/�!����/ ����!����

���������� 	�
	����	��
� �	�������� ������������� ����

�������� �
������� ���
�� $�
$����� �
� ����
������ �%��
������

��
� ���7� ���

�?ui @ cijkl�j�luk A fi� -	 ,/

��� � + �
������� ��
�� ui + �� ��
 ���1����� cijkl @ ��ij�kl A �-�ik�jl A

�il�jk/ + ���%�
 :$ �� fi + �
������� ���#��. ��
�

=���#�� 
�#���� (��. $
������" &�
�% 4$� 9�7 :
���

ui-t�x/ @

Z
d�y Gik-t�x�y/ � fk-t�y/�

��� ���
������� ���
���
� � ���%��&��� ���
� � �� �
������

O$
�����
���� 
�%
������ ��
$&����� ��
� 
�%
����� 4$� 9�7 :
�!

�� �� y ��
�%� �� ���
�" ��& � z

Gik-t�x�y/ @ Gik-t�x� z/ A -y � z/�
�

�z�
Gik-t�x� z/ A 
 
 
 �

� ���������� � 4�
�$
$ �
� u

ui-t�x/ @ Gik-t�x� z/ �
Z
d�y fk-t�y/ A

A
�

�z�
Gik-t�x� z/ �

Z
d�y -y � z/�fk-t�y/ A 
 
 
 


I����
�


Fk-t/ @

Z
d�y fk-t�y/

����� ����
 ��
��" ���#��" ��
�� � �����
�


Ni-t/ @ �ijk

Z
d�y -y � z/jfk-t�y/

+ ��
���� ������� ���#��. ��
� 8 ���
�� ��"���&�� ��� ����&�� �

�&�������� &�� ��
��� ���#��� ��
� � ��
��" ������ ���#��. ��



���� �$
7� ��� �
� $ %��
��
������ + ��
���� ��$�
������ 	
� ��
!

��" ��
�� 
����" �$
7� ������ ��
���
����� ����%��&��� ��%������� ��

��& � z� ��  � 

N �
i-t/ @ �ijk

Z
d�y -y � z�/jfk-t�y/ @ �ijk

Z
d�y -y � z/jfk-t�y/ A

A �ijk-z � z�/j

Z
d�y fk-t�y/ @ �ijk

Z
d�y -y � z/jfk-t�y/ @ Ni-t/




5G ������ � �����
�� ������ ��
��������

	�
��" ����&�%�71�" &
�� � 
�%
������ ���1���� �� 
���������.� %��!

&���
��� ��
�#�. 
�%��
�� �&���� ����� ���

ui-t�x/ @
�

�zj
Gik-t�x� z/ �Mjk-t/� -	 */

���

Mjk-t/ @
,

*

Z
d�y �-y � z/jfk-t�y/ A -y � z/kfj-t�y/�

��%������� ���%�
�� ��"���&�� ��� �������� 6� ��
���
����� ����!

%��&��� ��%������� �� ��& � z� �� ��� �� �
�&����� &�� � N �

	������
�� 
�#���� � 4�
�� -	*/ � $
������� -	,/� ��.����� &��

��"���&�� ��$ ����&�� $!���%�
$ ������� ����������$�� �
�������

���#��. ��


fi-t�x/ @ Mik-t/
�

�zk
�-x� z/ @ �Mik-t/

�

�xk
�-x� z/�

��� z + ����� 
����
������ ����&�� ��

�	����� 	����� �� �	�������� 6��&�� �
� 
�#���� %���& ���!


�� $�
$����� �
�����7��� �����
�
���� �
���
�%������ ��.������

$
������� -	,/ �� &���� ��
������.� �� &�� �
� ��
�%�� ��
$&�!

���� ������� ��� �������. ��44�
��9��
���. $
������"� 0�
�&��

��&�&���� ����&�� � $&��������� ��
������� ����������$71�. $�
�!

��" � �& �  � �� ���� ��
�%�� �� � �� �. �
��%������� 8�������

 � �� $�
���� � �& � ����������$7� ����&�� $!���%�
$ ��������

�
� $�
�1���� ���%��&���" ������ � �
���� �
���
���. � ����
�&!

��. ��
� v�p @ -� A *�/
� � v�s @ �
�� �. ����#���� � @ vp
vs � �����

�
��� � @ vpt� �
������� -	 ,/ � ����. ���%��&����. �
������� ���>

��?ui @ -�� � ,/�i�juj A ��j ui A fi
�
 -	 �/

B$��� �&������ &�� ����&�� ��.������ � ��&�
�  ��
������ �� �
!

����  ��
������ �$��� ���%��&��� x� y � z� 	
����
����� &�� ��

���
�
� �
���
�%������ '��
��� �� �
����� � �
���
�%������ H$
��

��  ��
������� x � y -���&��� ���$�9�� �
� 
�#���� %���& �
� ��
$!

�
���
������� �
����
���7��� �� �� �$
���� ��&�
���� $�
����/>

Ui-�� kx� ky� z/ @

Z �

�
dt e��t

Z
dx dy e�i�kxx�kyy�ui-t� x� y� z/


�
������� �
� ��
�%�� ��
$&������ ��
� %������� � -	�/ �
��%����$7

�� �
����� �� �� � �
��%������ ��  ��
������� �i � iki A ni�z � ���



�������������� ������ ��
�������� 5<

n + �����&��" �� ��
 � ���
��
���� z>

����Ui @ -�� � ,/��kikj A i-kinj A kjni/�z A ninj�
�
z �Uj A

A-�k� A ��z /Ui �Mij-ikj A nj�z/�-z/
�
 -	 �/

	
������ ��� ������� ��
$&���� $�
���" � �& �� 	�
��" �������

�� �����
�
������ $
������� -	 �/ �� ��
�% $ ���� �� � ��
�.��� %����

 �
���
$ � � A�� R
���� ����
��1�� �
��%������� �����
�
$7���

����� � �����#���� �����
�
� � U � �
���
� ��7� �$
�� 	�
$&���

i-��� ,/-kinj A kjni/KUj A

A�-��� ,/ninj A �ij �K�zUj � iMijkj
� @ �
 -	 �/

;�� ���� �
� $�
����� J1� �
� $�
���� ��
$&��� �������� $
����!

��� -	�/ �� z � �
������
�
�����  � 
���#�� 	��
� �����
�
������

�� &����� � &
���. � �
��%������� &���� �����
�
�� ��&��
���� �����

�����#���� ���$� �$
� � �
���
�� O� ��"���

�-�� � ,/ninj A �ij �KUj �Mijnj
� @ �
 -	 5/

;�� �� $�
���� ����� ��
$&��� �
$��� ��������� 	
� z �@ � $
��!

����� -	 �/ ����
������ 	$��� 
�#���� �
� z � � ���� U�-z/� � 
�#����

�
� z � � ���� U�-z/� )���� 
�#���� �� ���" �
���" ����� %������� �

����

Ui-z/ @ U�
i -z/�-z/ A U�i -z/�-�z/


	�������� (�� 
�#���� � $
������� -	�/� R
���� �  ���
�. ��44�!


��9�
$7��� ��
� � 4$� 9�� U�-z/� � �$��� ���$� �$
�� ��  � U�-z/
$���
����
�7� ����
����� $
��������� 6����$��� &
���� �  ���
�.

���� �
� ��� 
�%� ��44�
��9�
$7��� �-�z/� ;�� &
��� �
���
9��!

��
���� ��������������� �-z/ � ��-z/ � ��P�����7��� � &
����� %� �&��

����&�� �> n
i-��� ,/-kinj A kjni/KUj-z/ A

A *�-��� ,/ninj A �ij �K�zUj-z/� iMijkj
�
o
�-z/ A

A
n
�-�� � ,/ninj A �ij �KUj �Mijnj
�

o
��-z/ @ �� -	 C/

��� KU-z/ @ U�-z/� U�-z/� K�zU-z/ @ �zU
�-z/� �zU

�-z/�



C� ������ � �����
�� ������ ��
��������

�
������� -	 C/ ����� ���

f-z/�-z/ A g-z/��-z/ @ �� -	 G/

��� f � g + �
�� �� 4$� 9��� O���� ��
� �� ���$����� &�� f-�/ @ ��

g-�/ @ �� �� (�� ����
��� 	� ��
���
���7 ����1����� 4$� 9�� %�������

�
���
��� �����
�
������ � �
�� ��� 4$� 9����� L�������� -	 G/

�%��&���� &�� �
� 
7��" �
�� �" 4$� 9�� �-z/Z
�f-z/�-z/ A g-z/��-z/��-z/ dz @ �


I����
�
$� �� ���
�� �
������� �� &������ ��
$&��

�-�/�f-�/� g�-�/�� ��-�/g-�/ @ �


	�� �
� $ �-�/ � ��-�/ ��%�������� ��

f-�/� g�-�/ @ �� g-�/ @ �


J�
� �� �
������ ��"������ �
���
�  -	C/� �� ��
$&�� -	�/ � -	5/�

L�#�� $
������� -	�/ � -	5/ ��������
��� KU � K�zU � �
� (����

�$��� ��
����� ���
�9$ -�� � ,/ninj A �ij � 6�
�����  ��" + 
����

-,
��� ,/ninj A �ij � ��(���$

KUi @ �-,
��� ,/ninj A �ij �Mjlnl
�� -	 </

K�zUi @ i-,
��� ,/-kinj A kjni/Mjlnl
� A

Ai�-,
��� ,/ninj A �ij �Mjlkl
�


��
���� � �& � �
��%�����" K�zU ����� ��
������� � ����

$�
���� � �& � ��
�%� ���
������ M� )��%�
 ���
�����" ����� ���

	ij @ cijkl�kul� ��(���$ ��
�%� ��� iz! �������� 
����

Mijnj @ �
�
i�-��� */nikl A kinl�Ul A �-��� ,/ninl A �il��zUl

�



��
���� � �& � �
� ���
�����" ���
���� �
��$71�� ��
�%��>

KMijnj @ i�-*
��� ,/ki-npMpqnq/� ni-kpMpqnq/ AMiqkq�
 -	,�/

	
������ �1� ���$7 �� ���������$7 %����� $�
���" � �& � ���1�!

��� � ���
������>

KUx @ Mxz
�� KUy @ Myz
�� KUz @ Mzz
-��
�/�

KMxz @ i
�
-*
��� ,/kxMzz AMxxkx AMxyky

�
�

KMyz @ i
�
-*
��� ,/kyMzz AMxykx AMyyky

�
�

KMzz @ �




�������������� ������ ��
�������� C,

������ 	�
	����	��
� �	�������� ������� ����	��������

� �������� �� �������� L������
�� $
������� -	 ,/ � �� ���
�"

��
���� V � �
���9�" F -
���	 ,/ � ���$������ ���#��. ��
�

������� & ������� ����
��������

E��
��� �
���
�%������ '��
��� �� �
������ �
����
���� �$
���� ��!

&�
���� $�
����� )���� $
������� -	 ,/ ��
���#���� � ����

���ui-��x/ @ cijkl�j�luk-��x/


�
������� �
� ����������$71�" 4$� 9�� :
��� G ���
���� �� >

���Gip-��x�y/ @ cijkl�j�lGkp-��x�y/A �ip�-x� y/

I����

���

Z
V

Gip-��x�y/ui-��x/d
�x @

Z
V

Gip-��x�y/cijkl�j�luk-��x/d
�x @

@

Z
�
Gip-��x�y/njcijkl�luk-��x/dSx�

Z
V
�jGip-��x�y/cijkl�luk-��x/d

�x @

@

Z
�
Gip-��x�y/njcijkl�luk-��x/dSx�

Z
�
�jGip-��x�y/nlcijkluk-��x/dSxA

A

Z
V
cijkl�l�jGip-��x�y/uk-��x/d

�x @

Z
�
Gip-��x�y/njcijkl�luk-��x/dSx�

�
Z
�
�jGip-��x�y/nlcijkluk-��x/dSxA

A

Z
V
-���Gkp-��x�y/� �kp�-x� y//uk-��x/d�x @

@

Z
�
Gip-��x�y/njcijkl�luk-��x/dSx�

Z
�
�jGip-��x�y/nlcijkluk-��x/dSxA

A ���

Z
V

Gkp-��x�y/uk-��x/d
�x� up-��y/


I�� 

up-��y/ @

Z
�
Gip-��x�y/njcijkl�luk-��x/dSx�

�
Z
�
nlcijkl�jGip-��x�y/uk-��x/dSx




C* ������ � �����
�� ������ ��
��������

;�� � ���� ���
��� �
������
���� �
� ��
�%��� 8 �
��$7 &����

�.���� ���1���� uk � ��
��
���� ���
������ 	in @ njcijkl�luk ��
� �

�� �
���9� F� R���� ��
$&��� ���
��$ �
������
���� �� �
�����N�"

��
����� ���� �
���� %������� �
��%������� ���
� ���

up-t�y/ @

Z
�
Gip-t�x�y/ � 	il-t�x/nldSx �

�
Z
�
nlcijkl�jGip-t�x�y/ � uk-t�x/dSx
 -	,,/

L������
�� ����
���&���$7 ��
���� � ����
.�����7 ��$�
������


�%
��� -�
� ��
���&���$7 ��
����� �� ��%���� 4$� 9�7 :
���� $��!

�
����
�71$7 �
���&��� $�
����� �� ���#��" �
���9�/� )���� � 4�
!

�$
� -	,,/ � �
���" &���� �$�$� 
�#� �����
�
� �� ��
���� 
�%
����

8���1� ����
�� �� �� ����� %����� ��%������� ���1���� � ���
������

�� 
�%
��� + (�� �
�����
�&�
� �� ��1�" ���
�� $
������" � &���!

��. �
��%�����.� I������� ���� �� &�����" �
$&�"�  ���� � �
���"

&���� -	,,/ ����7��� ��
� � ���1���� �� 
�%
���� ;�� �
$&�"�  �!

��� ��
��
���� ���
������ �� 
�%
��� ���
�
����� ����&��� �� ��

�
����
������ �
�����
�&�� 4�%�&�� �"  �
���� ��
�%������ � 
��!

�
���
������ 
�%
���� ���� � ��� ��������&�� � ���
��  �

� ��� �

$����� �
� 2 �������&�� ���3 �������� %��
��
�����"� 	������ ���$

�% ���
�� 
�%
���  � 2��
�����
��$73� �
$��� �$��� 2��
�9���
�!

��"3 -
��� 	*/�

������� 6��������	 ������

H�
�$
� -	,,/ �
������� ���

up-t�y/ @ �
Z
��

n�l cijkl�jGip-t�x�y/ �Kuk-t�x/dSx�

��� Kuk @ u�k � u�k + 
�%
�� ���1���"� J�
� ����
� �� �$��� ���!

���� ����
.����� 
�%
���  �� ���
�" ��& � z� �����
������ $��
�&�!

��� Ku� �� � &���� ��
$&���  ���&��" �
���
� �� ��"���



�������������� ������ ��
�������� C�

up-t�y/ @ Mij-t/ � ��z�j Gip-t� z�y/� -	,*/

���

Mij-t/ @ �cijkln�l Kuk-t/
 -	,�/

I���
�%$� ������
�7 4$� 9�� :
��� �� ����#���7  ��
������� �

�
�$������� ����� %������� -	 ,*/ � ����

up-t�y/ @ Mij-t/ � ��z�j Gpi-t�y� z/�

 ���
�" ��
� � ���%��&������ ��
�&����� �� -	*/� 6����
������ ��

��
$&��� ��� ���%�
� ��"���&�� ��� ��������  ���� ����&�� �
�����!

�
��� ����" ������ $ �� 
�%
��$ - ���&��� (�� �� �����������" ���

����&�� � � �$
����� ��
��" ��
�" � ��������� ���� �1� � ���
���

�%
���/�

	
���
��� &�� ��
������ -	 ,�/ ���� �
���
���� $�
���� � �& ��

��
� ��� ���������� � -	,�/ � -	</� 2	�
�����
���"3 ��
��
�7  

�
�� ���� 
�%
��� �$��� �n� 
�%
�� ���1���" ���%��&�� &�
�% a� )�!

��� �� 4�
�$
� -	,�/

Mij @ cijklnlak @ ��-��� */�ij-nlal/ A niaj A njai�


	������
�� (��� ���%�
 ������� � -	,�/ � -	</� ��"���

KUi @ ai� KMijnj @ ��

&��� � �
�����
� ��������

'I)JLQ)�LQ

0 �������	
 ��
� )�������� ������ ("��� ����� &������ 77 #������� �����
���� � 
�	
�����
�� ����� � 8 .9�1� :222 1 0:2;0<= *6���
� 
�	
�����
���> 6�� <0, 

: Lamb H� On the propagation of tremors over the surface of an elastic solid 77 Phil 
Trans Roy Soc London 032? Vol A:2< P 0;?: 

< �����	
 
���� �	�	��
 ���� @���	 ����� ��5���� ���
��	 ������ ������$
��������	 77 B� 1�	
��� ����� C@ 111� 03<: N :2 1 0;<= 

? �����	
 
���� �	�	��
 ���� � ���������� ������ ������ � �������- ������$
��������	 � ���
����
��� ��� ������� �
���	 
�������� 77 B� 1�	
��� ���
�� C@ 111� 03<< N :3 1 ?<;D0 

D Cagniard L�RFeGexion et rFefraction des ondes sFeismiques progressives Paris8 Gauthier�
Villars 03<3 :DJ p 



C� ������ � �����
�� ������ ��
��������

J ��������� ����� ������ ����� �����	
 ���� � ������ ("��� � 
����� �����
���
����
��� 77 K��� ��� (.K 1�� ����� � 03D2 6�� :0� N <D 1 =0;00Q 

= Willis J�R� Self�similar problems in elastodynamics 77 Phil Trans Roy Soc 
London 03=< Vol A:=?� N 0:?2 P ?<D;?30 

Q De Hoop A�T� A modiWcation of CagniardYs method for solving seismic pulse prob�
lems 77 Appl Sci Res Sect 03J2 Vol BQ� N ? P <?3;<DJ 

3 Richards P�G� Elementary solutions to LambYs problem for a point source and their
relevance to three�dimensional studies of spontaneous crack propagation 77 Bull 
Seism Soc Amer 03=3 Vol J3� N ? P 3?=;3DJ 

02 �	�����	
 
� � ������ �������
��	 ������ ������
�� � 8 @����� 03QJ 
<:Q 
 


