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MANDELBROT CASCADE MEASURES

INDEPENDENT OF BRANCHING PARAMETER

G�M�Molchan

International Institute of Earthquake Prediction Theory
and Mathematical Geophysics� Russian Academy of Sciences� Moscow

Mandelbrot cascade measures arose from the desire to explain intermittency in fully
developed fully turbulence" They are de+ned by the scale hierarchy with a +xed branching
parameter &c& and by the distribution of breakdown coe,cients which are responsible
for the transport of energy from larger to smaller scales" We show that the measures
corresponding to both conservative and nonconservative cascades strongly depend on the
parameter c" In particular� only Lebesgue measure can be generated by a cascade process
with an arbitrary integer c"
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����� ������� ������������� �������� ��������� ����� ����!
��� "�#� ��� �$� ��%������� �&�� ����� ��& ��� ���'���� (����!
)��*� ���&� �� ��' ������ � ���������*�����&�� *��*����� "	+,#-
������./��� ���. 0�)������ � ������� 1��$�� � ����������!
��� �� ��������� � ���������� �� ������' * ���&� � ���2������
���������� 3���� ���'�� ������� �� ���������- )�� ���� ��*������
�������2�� 1��$�� �������� ������4�*�����&� "�#- ���� ��/�������
���'�� ������ ���� S� ������ ��������� f5�6- $�� ���� �����
��*������� 7������ �� 8�� ���'��� � *���)��� �)��� ��%������ ��!
���������� �*�����$��&' 1*������� �q ��� ���*���&' 4��*2�� ����
�������2�� �9

� "

Z

�5x6dx#q �� j:j�q���

$�� � � � + ��������� �� ����������� 5;���� � ����� ����������
�������$����� �������&��6 <�����4�*�����&� 4������� ������!
������ ����� ����' ���'���� �� �� ����� 5���$�� ��������& ��� �
"�#6� <�������)��*� ���$�� 4�������2�� ���������*������$� *��!
*��� ���� <����������� ",#� 8�� ��������� �� ���' 1�������'- ��!
�.�� �� �������&' � 4���)��*�� ��)*� �����9 ���*�����2�� ���!
������ :n- �� *����� ��������� =c= �������' ��������� 4�*���!
���� 5c + 2���� )���� � �6- � �������&� ���'�� �� :n- :n � �- ����
���������� *����$����*�� ��44������&� ������� ��
���*�� ���������� �����./�� ������9 1��$�� ��'� ����� Lk

��������� =c= ��'�� �����./�$� �������� Lk�� �� ���)���&�� *�14!
4�2������� fwi� i > �� 	 	 	 � cg- E

P
wi > �� ?�� ����2�� ����������

��������� ��*- )�� *�144�2����& wi5L6- ����)�./�� ���&� ��'��-
���������& � �����*��� ���������&� @��)��

P
wi > � ����)��� *��!

��������&� *��*����A �� ���������� ��� ��'����� ����������!
��� "B#� @��)�� ���������&' � �����*��� ����������&' ����� wi-
Ecwi > � ������ ���&���� *��*���� <����������� ?�� ������ ����!
��������� ���)����� ����! ��� ������&' ����� ���� �����������!
��� 1��$�� ������� �������������- ��� *���&' ������� ��'������
1��$�� �� �&���������� 3 ���������� 4���)��*�� ����������� fxg
����� �����* "�-�#� 3 �������' Ew� logc w� � �- P 5w� � �6 > � ���!
����&� ��������&� ��2��� ������� � ������ 5�� ����2���6 * ��!
���������� *��*����� ��� 
5dx6 �� "�-�#- 5���"C- 
#6� ;���� w� > wi�c-
� i� + ���)���&� ����*�- ������./�� ���)���� �� 	 	 	 � c � ���&��
������������ ��c� <�� 
 ������������� *�* ��������������� ��!
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���� ���� ��*������ �������2�� � ������������ �� ������' )����'
0����������
3���� � �&��� ������� =c= �������� ���*�������&�� E���

5l�� L�6 + ���2����&� �������� ���������- �� L�� l� � c ������& ������!
������ L��l� > cN - N + 2����� 3 ����� "B# ��� =c= �����$����� ������!
������ ���)���� c > 	- ���*���*� �������� F����+@��*�� ���� �� ��!
���������� ����$� ����*�� F������- � �����' "D+��# ���*�������
� *��*����� ������*� ������������� ���� *�* �&�� ����&� ��$
��� �������� 4���)��*�$� ��%�*�� � ����&��&� ������ ����������
5G������$�����- )�� � ����������� L��l� > cN ����. )���� �� �� ��!
������ �.�&�� ���������� 5l�� L�6 �� �������� 5l�� L�6�6 <�������!
)��*�� *�����*2��- ������./�� ����. ��)*� �����- �� ����������
G�1����- ��������� �� ����. ��)*� �����- ����������� ��������� ��!
��� � ��*�' � � ���./���� ������9 ��/�����.� �� *��*���&� ��&-
*���&� �� ������� �� ������� =c=� ?�� ���)��- )�� *��*����� ���
�� �� �&�� ���������� *��*���&� ��2����� � ���������&� �����!
��� c > 	� �� 	 	 	 � F� � ��� ���2������&� ����� �� ����������&� ��!
��� � ����� ������� 4���9 �������)�� ���������� c > 	� �� �- )���&
��*���� *��*����� ��� �&�� ���� H���$�� ��� *��*���� <������!
���� ����������&� ����� �������� ���� ������ � "�	#�

�� 	��� �!�" ����#��� �$� � %&'�()��

@*�����$��&� 1*�������& �5q6 ��� *��*����� ��& 
 ��������&
�����./�� ������9

�5q6 > lim
n��

log
P
i

�


5:in6q

log:n

� 5�6

$�� �������& :in ����& :n > c�n ����)�.� c!���)��*��� �������.
��'����$� ����������- � ����������� ���� �� 1�������� ��������
� 
5:6 � �� @�/������� �����&� ������ �&)������� 1*������� �5q6�

��� 1��$� � �����������
P�


5:in6 >� 
5:in6 � :��n �����������!
��� ��������� � � � ���������� ���������� �� �������. 5��������!
)��*�� � ������� E6- � ��� 
 ����������� ����������� ���� 
n-
n� �- $�� n + ���� ����2��� ?��� ������ ���� � !4��*2�. ����

I�5q6 > q � logcEwq
� � � 5	6

��� ���' q- �� *���&' ������& *���)�&� @��$�� �������� 5��� "�#6
�&$����� ���)�9

�5q6 >

�
I�5q6 q� � q � q�
a�q q�q� � ��

5�6
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$�� ���&� y > a�q ����.��� *��������&�� * �&��*��� ���' *����
I�5q6- ������������� � ������� *���)�&' ���)����- � � � q� � � �
� � q� � �� ����.��� ��)*��� *������� @�$����� "��#- ����� � 5�6
�� �� �������� � ��&)��� ��&��� � ����������. ��
J�)�&� �������� 5�6 ����� * ���������� ����������� �*�����$�!

�&' *�144�2������ � �� q � �����2������&� ������4�*�����&�
���������� ��& 
 5��� ����.��� ������������� H� ����
� 9 ��5�6 � �6� J�� ���&� �������&� � ������������� ���������� F�!
��*��� ��� �5q6 5��� "�#6 ��������)��*� �&�����.���- � *���*� ��$��!
������� $������& �����$���� ����� ���. $�����. ���� 5��� "�	#-
$�� 1�� �������������� ����&� ���$� ���������6� K���� ��$�- �*�!
������- )�� 1����)��*�� ����&� � �5q6- q > p��- p > �� 	 	 	 � �
 "�,#
��'������ � ������ ��$����� � ������)��*��� ��)����� 5�6 c ��$��!
������� ����)���� w�� @�$����� �����$���� �� �� �)�� ���$��*� ����!
�������$� ������� ������- �5q > 	6 5�� ���� �� ��'  � ����&' "�,#6-
� �� �)�� *��*���$� �&)������� � !4��*2��� J�*�� ������- ��$��!
������� ������ ��!�� ���� �������)�� ��� ��*��)��*�$� ��������
1����)��*�' ����&' �5q6�
J�� �� �����- 1�� �� ������� ������)��*�� ����� � ���*����!

��� *��*���&' �������� <�$*�� ��������*� 1��$� ������ �������� *
����)� �������� ���' � !4��*2�� � *��*���&' ������'- �� ������/�'
�� =c=� ?�� ���)��- )�� � !4��*2�� �� �� �&�� ����)��� � ����/�.
���'���/�$� *��*����$� $������� 5wi� i > �� 	 	 	 � c6 ����������� ��!
������� c > 	� �� 	 	 	 � 3 ���� 5	6-5�6 ���� ������� 4��*2�� ��������
Ewq

�- Ew� > �- ��� *���&' ����� �& ������������

Ewq
� > 5E"w�5c6#

q6t� t > ln 	� ln c� c > �� ,� 	 	 	 � 5,6

$�� w�5c6 + ����)���- ��������� � *��*���&� $�������� ���������
cA w� > w�5	6� G����$� �������� *����� ��*�' 4��*2�� �������� ��!
��� ����������� 8���*�- ���� ��������� �$� ���*����- ��� *����$�
������������ 5,6 ���� ��� t > 	� �� 	 	 	 5�- *�* ���������- ��� ���' t � �6-
�� �& ����� * ���������*������ ���$���)�� �����&� 5<K�6 ���!
)���&� ����)���� w�� @��)����� ����)��� w� 1��$� ���� �� �������!
��. �����*��� ���������*������� ������������ w� > ��� 	 	 	 � �n- �i � �
� ���������&�� �����*��� ����������&�� ����� ������� �� �.���
n� ����� <K� �������� � �����' "D- ��# *�* ��������� ��/���������� c!
���������&' *��*���&' ��� L����$�� H���+���)���+������������
��� *��*���&' $�������� <K� ���� �������� �����./��9

lnEwq
� >

Z
lnEqx�5dx6 	

Z
5e�qx � qe�x M q � �6 �5dx6� 5�6
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$�� ln x + ����������*�� ���)����� ����)��� �� ����*� � ��$�� x- ����
���������� P 5ln x > xn M bx6 > e5nN6��- � bx ����������� ������!
*�� Ex > �� ;���� x��5dx6 ���� ��*����� *���)��� ��� �� �����
5����6- ��)�� R 5�� 5xM �6e�x6�5dx6 � �� G�������� ������� ������!
)����� ��/���������� ������������ *��*����� ��&� 53&��� 5�6 ���
� "�	#�6
3 ����� "��# ����������� ��*��.��� *��*���&� ������ � ����!

/�. ����2�� ��� ���� � ���� ���� ���������*�����&' *�144�2���!
���� 3 ����� � 1���- ������� �.���&��&� 4�*�- )�� ��/�����.� ���!
)���&� ����)��&- *���&� ����������� ����.��� ��������� � ����!
�����*������ ���$���)�� �����&��� J�*��&�� ����.���- ������-
����)��& � ��$�������&� � $����!�������������A ��� �����$�����
� ���������&' *��*���' ��*�����������$� ����� <���� ���������
$����!������ ���)����� � ����� "��#A �� ����)��� ���*������� ���
� 5�6 ����

��5dx6 > e�x�x��5�� e�x6��� x � �� � � ��5c6 � �	 5B6

��� �������� *����������&' ���������&' *��*���� ����������!
���� ����)��� w� � ����!������������ ?���� "B#� 8�� �� � ����!
����� * <K�+���� � �5dx6 > ��5dx6� ��5dx6- � � � � � � �- $�� ��-
�� ��������& � 5B6�
(��*- *���� ��������� ���������&' � !4��*2�� �������)�� ��$���

8������- ��� �� �����- ���� ��4�*� ��������)��*�$� ������� ������!
���&' *��*����� @'�������� 5�6 ��*����� ����*� ��� c!���)��*�' ��!
������ 4���)��*�$� ����������- $�� c + ��)�� �������&� ������
��������� *��*����
G������ * ������� ������ � ��/���������� c!���������&' *��*��!

�&' ���

*� ���(���$� +�#$� ��,����-.�� " /�#�+� #� �� �0���-

@����./�� H���� ������� � �������� �����' *��*���&' ��- E
5dx6�
������ ����� �c >

P
i��

�i5c6c�i� ��	 �i5c6 
 �	�������	� ��������

����	�	�	���	 �������	 �	������ �� ���	����� �� �� 	 	 	 � c� �� ����
�c� � �c� �c� > 	� c� > �� �������� ����	�	�	��� ���� ������� �	�
����� �c �����	��� ����	�	�	� � ���	���	 ��� �� ��!� ������	�
� �	���������" 	����# ���� �� ���$ ���	���% � ���  �

&����	������� ��������& Qk5�6 ���)���&' ����)�� � �*���&!
��.��� �� ��� ���� ���������&' ���)���&' ����)��A *��� ��$�-
Qk5��6 > �kQk5�6- k � �- $�� � � �� G�1����



	�	 ������� � ���		
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Qk5�c6 >
X
i��

Qk5�i5c6c
�i6 > Qk5�5c665c

k � �6��	

��������& Qk ������& � ��������� mk �� 4������

Q� > m�� Q� > m� �m�
�� Q� > m� � �m�m� M 	m

�
�	

<�����& �i5c6- mk5c6 ��*��&9

mk5	6 > p� $�� p > P 5�5	6 > �6�

mk5�6 > p� M 	
kp�� $�� pi > P 5�5�6 > i6	

E��� �c�
d
> �c� � c� > 	 � c� > � 5����� � �����

d
> ����)��� ��������

�����������6- ��

Qk5�5�66 > 5�
k � �65	k � �6��Qk5�5	66	

G���$�� k > �� 	� �- ����)�� �� �������� ������������ ���������&'
p� p�� p�9

p� M 	p� > 	pA

p� M ,p� > 
��
 pq M ,p�A

p� M 
p� > 	B�C
 pq5�� 	p6 M �5	p65
��
 pq M ,p�6� 	5	p6��

$�� q > � � p� @�� �� 1�� �������� � ������ 	��� � �- ����)��
�������� ������ ������� �� p- *����� ��$*� ����������� * ����
p5�� p65�� 	p6 > �� 0������ p > ��	 ����� * ���������� ������!
����. �c- � p > � ��� p > � + * �!������������- ��������)���&� �
x > � � x > �- ��������������� H���� ��*������ �

'�	�����	� E��� *��*����� ��� 
 �� "�-�# �� �� �&�� ����)��� �
��������� ��������� c > 	 � �- �� O
5dx6 > E
5x6 ���� ��� H���$�-
���� 
5dx6 > ��5x� x�6dx- $�� x� > � ��� �- � � � � E� > ��

&����	������� E��� 
 ��� ������ $�������� fwi5c6g-
�� O
5dx6 ��� ������ $�������� Owi5c6 > Ewi5c6 > pi5c6� ?�� ���!
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