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ABOUT EQUATIONS OF EARTH MOTIONS�
II� THE AVERAGE STRESS AND THE ENERGY

BALANCE

O�D�Voevoda
International Institute of Earthquake Prediction Theory

and Mathematical Geophysics� Russian Academy of Sciences� Moscow

The paper discuues equations for average stress and energy balance in self�gravitating
and rotating Earth The equations were obtained by making use the &virial equations&
method Geodynamical applications of these equations are also discussed 
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�� �  �����! ����"
��� �������� ���� ���#$��� ������� #�������! �������
 ��������!
���%�&%�!�
 ��'�����#���! (����	

)������
 *��� �����
%�! ������ ������� � �*�� � +��$������ ��+"
��$��, ������, ��+��!����! �� �������
 ��������� (����	 -�� �*�� �
������� �� ������ '���#�� ��
 ������, ����
����! �
� � #�������
 ��"
����� .���/�� (����	

0#%����#&� ��+��$��� #���������
 � ������� � ����$��� ����
��"
��! � (����	 1�������� .�# ����$��# ����� �*������ ��,��
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+���$� � ����
������ �����
��� ��������/� ���*������� ���%�&%�"
/��
 ���������/� #��#/�/� 2��� ���	

)��� � � �������$�� ��%�! �������� � +���$� ����������
 ������,
����
����! � ��������! ���%�&%�!�
 ��'�����#���! �����������!
(���� �� �����������	 4�  � ������� ��+��!����
 �� (���& ����"
������ �� ��������� � ������� ����
����
 � (�����  ������ ��#���"
����� ����������#&%��� �������� ��+��!����
��	 5�.���# ����$��
#�������
�  ������ ��
+����� ������� ����
����
 � (���� � ��!���#&"
%��� �� ��� ������ ��+��! ������� ����,����� ��
 �*�� � +��$������
� ����  ����! �+ .��, ��� � �������� ��������� (����	

6��$��# .���/�� (���� ����
%��� �������$�� ���/� ������ �����"
��� ��7��	 )��� � � .��, ������, � 
���� ���� �� �������� �� $����
.���/���  ������ ����������#&� ��+��$��� �������
� (����	 -��
�����
�������� +���#��
�� �*�� # +��$������ ��+��$��, ������, ��+"
��!����! �� �������
 ��������� (����	

�� ���� !����"# $#�#%�

6��������� 2�������+��� �����  ������ #������ �� ��#/�, �����"
/�$��, ���	 8�� ���� �+������!���#&� ����# ����! � ������������ �
+� ���� �
/�����
	 8 ��������� ��� �����+#&��
 ����� ������%���
�
��'����*�� � ��������� �+������� ������%���!	 )��$����� �����
���
 ����/� �+ ��� ����������#�� /�������$�� �! ������ ���� �+ ����'��"
���#���/� ���������	

8����� ������*�����#& ������#  �������� fom� �xmg� ��$���  ���"
��! ����%��� � *���� ���� ���� � ������� m 9��	 ���#�� :	

8 .��! �������  �������� ����!��� #�������� ��#������! +���$�
������ � ��������������/� ���� ����� ��� �
�;

�m
���um
�t�

< ��m�=m �
��um
�t

< �m�=m � 9�=m � �um: < �m
d�=m

�t
� um �

�r � b�m > �fmm � �m�=m � 9�=m � �xm:� �m
d�=m

dt
� �xm < �fm� 9
:

(���� � > �9�x: 7 ��������� ��������� ���� � ���$����� �����
����
�x 7 �� ��� ��������
 ��$ � ���� ������������ �/� *����� ���� � ��"
�$����� �����
���� �u > �u9�x� t: 7 �� ��� ������%���! ��$� ���������
����� b� > b�9�x� t: 7 ���+�� ����
����!� �= > �=9t: 7 #/����
 � ������
���%���
 ���� � ���$����� �����
���	 8� ��� �fmm 7 ���� /������*�"
����/� ����
����
 ����# ��$ �! �xm � ����� ��#/��� ��$ ��� �x�m ����
Vm� � �� ��� �fm 7 �����������+#&%�
 ����	 )������� ���t ��!���#��
� �������  �������� fom� �xmg	
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8����� ����*�����#& ������#  �������� f�� Xg� ��$���  �����! ��"
��%��� � �� ����#& ��$ # ������������ 9��	 ���#�� :	 8 .��! �������
 �������� ����!��� #�������� 9
: ����� ���;

�m
���Xm

�t�X
> r � b�m < �fmm <

NX
n��
n��m

�fmn� 9�:

8 ��������������� ��#$�� �X > �X
 < �x� �x > �x < �u	 8� ��� �X >
> �X9t: �������
�� ��������� ��$ � ��'�����#���/� ���� ������������
�������  �������� f�� �Xg	 8� ��� �X
 > �X
9t: �������
�� ��������� �
������������ *����� ���� ���� � ���$����� �����
���� �� ��� �x ������"
�
�� ��������� ��$ � ��'�����#���/� ���� ������������ �/� *�����
����	 8� ��� �fmn ���� ���� /������*�����/� �+������!����
 ��$ �
�X � Vm �  ����� �+ ��#/�, ���	 8 ����!��� ����������� �������&�
��������� $�����! � �����! ����+�����, �� �������� �	�	 ���t > d�dt	
)������� ���tX ��!���#�� � �������  �������� f�� �Xg	

5#��� �� ��� ����
����! ����� �#�& �� �����,����� ����

b� � �n > � �� S� 9�:

/�� �n 7 �����$��
 ���2�

 �������  �����,����� S � ���$����� ��"
���
���	

4�  � �������  �������� fom� �xmg ����%��� � *���� ���� �����
�� '���#�� 93: #������������� $�� ������%���� �u
9t: *����� ���� ����
����� �#�&;
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��udV > �� 93:

5��������� ������ ��������  #�������& 9
: ��+���
�� ��!�� ��
+�
���+��� ������, ����
����! � ��������� ��������/� ���%�&%�/��

���� � ���+���� ����*�� ���� � �� ����� #/����! � ������ �/� ���"
%���
	 5��������� ������ ��������  #�������& 9�: ��+���
�� ��!��
#�������� ������� ��,���$�� �! .���/�� � (����	

�� � � ������ �
� �#��� ������+����� ����#&%�� ���+��$���
;
G 7 /������*�����
 �����
���
� M 7 ����� ����� bI > R

V

��x�xdV 7 ���+��

����*�� ���� � ���$����� �����
���� I 7 �����! ��������� ���+��� bI�
� �R


mn 7 �� ��� �+�����/� ��������
 *������ ���� ���	

&� ������� �#'�()���( � �#**����� ��#+#,+��*(
��-����� ���� .�!�

1�!��� ��
+� ���+��� ������, ����
����!

hb�i > 


V

Z
V

b�dV 9�:

� �������  ������ ��!���#&� �� ����� �/� ���+���� ����*�� � �� �����
#/����! � ������ ���%���
	

0������ �������� � ���� � ,��� ������� � ����$�
 ����
�����/�
�����
��
 ���� �� /���������$�� �/� �������
&��
� ���������������
'���#����; hpi > �

�Trhb�i� Devhb�i > hb�i � hpib
� /�� b
 7 �����$��!
���+�� ����� ���	

@�����+#�� ����� ��������	 ������� �� ��� �xm ����� � ������
�� ��� $���� #�������
 9
:� � +���� ������ ���#$��2���
 #�������
	
8 ��+#������ ���#$��;

�xm9r � b�m: < 9r � b�m:�xm > �m

�
�xm

���um
�t�

<
���u

�t�
�xm

�
< ��=m �

��m

�
�xm

��um
�t

<
��um
�t

�xm

�
< �=m � 9�=m � �m9�xm�um < �um�xm:: <

<
d�=m

dt
� �m9�xm�um < �um�xm: < ��=m � 9�=m � �m�xm�xm: <

<�
d�=m

dt
� �m�xm�xm < 9�xm �fmm < �fmm�xm: < 9�xm �fm < �fm�xm:� 9?:
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�
��� ��� �
�� !���� ��A

5������/���#�� #�������� 9?: �� ��B��# Vm ����	 8 ��+#������
���#$�� '���#�#�  �����
 �������� ��� ��� � ��B����, ����/�����	
C���� �� �+���� $�� �� ������ �+ .��, ����/����� � �+���&��
 ���"
���� �#�&	 4�  � ���� #������ ��#/ �� ��#/�� �� ��� ����/������"
��� �� ��B��# Vm ��������/� ���/����/� � �����! $���� '���#�� 9?:
����������� ����$����� ���
� � o9l��R�: 9��	 �
�:	

8 ��+#������ ���#$��;

hb�mi > 


�Vm

d�bim
dt�

<



Vm
�=m �

dbim
dt

<



�Vm
�=m � 9�=m �bim: <

<



�Vm

d�=m

dt
�bim <




Vm
�=m � 9=m � bIm: <

<



Vm

d�=m

dt
� bIm <




�Vm

Z
Vm

9�xm �fmm < �fmm�xm:dV <

<



Vm
G

NX
n��
n��m

�
Mn

� bIm
j�R


mnj
�
� �

�R

mn

�R

mn

j�R

mnj

�
� bIm�� � 9A:

/�� bi > R
V

�9�x�u< �u�x:dV 7 ��+�#%���� ���+��� ����*���  ������ ��#���"

����� �����������& ��������� ���� ��'�����������
	
6��������� #�������� 9
: � ��$ � �x�m ��/� �� ���� Vm	 �������

�� ��� �x�m ����� � ������ �� ��� $���� .��/� #�������
� � +���� ������
���#$��2���
 #�������
	 8 ��+#������ ���#$�� #���������  ������
�����/�$�� 9A:	 5������/���#�� .�� #�������� �� ��B��# Vm� � +����
�������+#�� �/�	 5������+�����
 ��������& �����/�$�� ����  ������
���� ������+����� ��2� ��� ������ #�������
 9A:	 5����� �� �����"
���� $�� ����/��������� �� ��B���� Vm � V �m ��������  ����� ����
����/������� ,��� ������� �� ����� �	�	 M > M �� hb�i > hb��i� bI > bI ��bi >bi�	

8 ��+#������ ���#$��;

hb�mi > 


�Vm

d�bim
dt�

<



Vm
�=m �

dbim
dt

<



�Vm
�=m � 9�=m �bim: <

<



�Vm

d�=m

dt
�bim <




Vm
�=m � 9=m � bIm: <

<



Vm

d�=m

dt
� bIm <




�Vm

Z
V �

m

9�x�m �f �mm < �f �mm�x
�
m:dV

�<



��E �����
�����

<



Vm
G

NX
n��
n��m

�
Mn

� bIm
j�R


mnj
�
� �

�R

mn

�R

mn

j�R

mnj

�
� bIm�� � 9E:

4�  � �fmm > ��f �mm  � � ��� ��#������� ����� ��� ������ #���"
����
 9A: � 9E:� ���#$��;

hb�mi > 


�Vm

d�bim
dt�

<



Vm
�=m �

dbim
dt

<



�Vm
�=m � 9�=m �bim: <

<



�Vm

d�=m

dt
�bim <




Vm
�=m � 9=m � bIm: < 


Vm

d�=m

dt
� bIm <

<



Vm
G

NX
n��
n��m

�
Mn

� bIm
j�R


mnj
�
� �

�R

mn

�R

mn

j�R

mnj

�
� bIm�� � 9�:

��������� 9�: #������������ ��
+� ���+��� ������, ����
����! hb�mi
� ���� Vm � �/� ���+���� ����*�� bIm � �� ����� #/����! � ������ ���"
%���
 �=m � ���$����� �����
���� � ��+�#%����� ���+��� ����*�� bim�
�� ����� �+�����/� ��������
 �R


mn ���, ��� � ������� ��� Mn9n �> m:	
@+ #�������
 9�: ����#��� $�� ����������
 /������*�
 ���� �� ���"


�� �� ���+�� ������, ����
����! � ������� �������� � ��������� ����	
-�� +��$��� $�� ����
����
 � �������� �+���
&� +�� ��#��� ����
�� �� ����+��� $�� ����/��� �� ��, �� ��B��# ���� ����� �#�&	 6�"
������� �#�& ������/� �������
 �+��$���� $�� ��� ��!������ ��������"
��! /������*�� � ������������ ��'�����#���� ���� �����+#&��
  � 
������� �����
� �� � ������� ����
����
 �/� ���������	 4� �! �� ��"
+#����� ����#�� �+ ��2���
 ��#������! +���$� � ��'����������� #��#"
/�/� ��������/� 2��� ��� ��!������ �/� ����������! /������*�� ���	

/� ������� �#'�()���( � ���!�

6��������� ����
�#& ����� ������ (����� ��
  �����! �
�;

� > �9j�xj:� bJ > Jb
� bI > �� d�=�dt > �� 9
�:

/�� J 7 �����! ��������� ���+��� ����*�� bJ > �
M

R
V

�9j�xj�b
� �x�x:dV 	

8 ��� �, .��! ������ (���
 � ��#/�� ���� � ���$����� �����
��� 
��
"
&��
 2����� � *���������"��������$��� �������������� ���������
��#���  ����/� �+ ���	

@+ '���#� 9�: � 9
�: ����#��� $�� ���+�� ������, ����
����! � ���"
�
��! ������ (���� �����

hb�mi > 


�Vm

d�bim
dt�

<



Vm
�=m �

dbim
dt

<



�Vm
�=m � 9�=m �bim:� 9

:



������������ �� ����
�
��� ��� �
�� !���� ���

4��+�� ������, ����
����! � (���� +������ �� �� ���� #/����!
� ������ ���%���
 (���� � ���$����� �����
���� ��+�#%���
 ���+���
����*�� � �/� ����+�����, �� �������	 0��� ����������! /������*��
(���� � �����������+#&%�� ���� � 
���� ���� �� ���
&� �� ���+��
������, ����
����! � (����	 -�� +��$��� $�� .�� ���� ��+���&� �
(���� ����
����
� ������� �� ��B��#� +��$���
  �����, ����� �#�&	

����� �����+ #�������
 9

: #����� �������� � �� ������! �������
 �������� fo� x�� x�� x�g;

h�iji >



�V

d�iij
dt�

<



V
�ikp=k

dipj
dt

<



�V
�iql=q�lkp=kipj � 9
�:

(���� i� j� k� l� p� q > 
� �� �� �ij 7 ��������$��! �����$��! ���+�� ���"
�� ���� � �ijk 7 ������������$��! �����$��! ���+�� F���"G�����	
4��+�� ����� ��� �ij > 
� ���� i > j � �ij > �� ���� i �> j	 4��+�� F���"
G����� �������
���
 ����#&%�� ����+��; �ijk > 
� ���� +��$���
 ��"
�� ��� i� j� k ����+#&� $���#& ���������� # �+ 
����H �ijk > �
� ���� +��"
$���
 ���� ��� i� j� k ����+#&� ��$���#& ���������� # �+ 
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