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HOW CAN ONE FIND THE EARTH�S MAGNETIC FIELD
FROM INCOMPLETE MEASUREMENTS OF IT�

A�V�KHOKHLOV

International Institute of Earthquake Prediction Theory
and Mathematical Geophysics� Russian Academy of Sciences� Moscow

This study considers two well%known problems arising in the determination of the
Earth,s magnetic -eld from measurements of intensity alone or -eld directions alone" Sev%
eral theorems have been proved to demonstrate the uniqueness" Current studies of paleo%
magnetic data are based on measurements that contain directions alone" The parameters
that specify the directions are nonlinear functions of the -eld vector itself� the measure%
ments do not cover the entire surface of the Earth� hence the statistical methods for dealing
with such data are nontrivial" As a rule� simpli-cations were used for statistical modeling
of the paleomagnetic -eld. the simpli-cations include linearity� no correlation among the
directions etc"+� these being oversimpli-cations for a moderately complex situation" This
paper suggests straightforward statistical methods to search for appropriate models based
on available directional data"
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�� ����#����!���� $�!� $� ��#��������#�% �� $����&���#� 
�
'� ����#����!���� $�!� $� ��$���!����% �� $����&���#� ��
�� �#�#��#����(�� %���!� $�!� ��$���!���) �
*�#���#+�� �


�� ��������

�#�#,� $����-��� $���!�%� ����#����!���� $���#����#����� � �$�.
����� ���!/���%� � %� ��#�� � $�!� 0�%!� $� ����1% � � ���#���1&
��%�����) �� ��(�#���) $����&���#� 2 �� ��%��) $����&���#�	 �!�	 ��!�
���, ���# �� ��%������& �� �$+#��(��	 ��(�#���) $����&���#� � �(�.
!���%��% $���#����#��� 3���%�#����/#�� ��� "���(� �����#�1& ��
$��(#�(� �!+���	 (� �� ���+!,#�#�% ��%������ $�!� � #��(� $����&��.
�#� ��!��#�� �� ��% ��(#��	 � !��� #�!,(� � � %��+!, 45�!���6	 !���
#�!,(� ��$���!���� ��(#���� 7���1) �!+��) �����(��# $�� ������#(�
 ��%� ��#�1& ���!/����)	 $�!+���%1& � ��#��(��	 +�#����!���1& ��
��(+��#����1& �$+#��(�& 0�%!�8 �#���) �!+��) ���#��#�#�+�# $�!��.
%� ��#�1% ����1%� 9�#�%�#����(�) :��%�!��%	 #�$���1) �!� #�.
(� � ���� �����	 ���#��# � ���!�������� +�������� 4��"����% (�#��� �
��!��#�� %� ��#��� $�!�6 � (����1% +�!����%	 �#����/-�% ����1% ��.
%�����)� ���%� #� �	 � �#�#,� ����%�#���� ������ �������������	�
%���!�������� $�!��%� ��#�� � $�!� $� ����1% ����& #�!,(� � � ��.
$���!���) 2 ����, $�����+%����#�� ���) :��%�!��% � ���) $�����(
#�����#� 4�� ���(�% �!+���	 $� ���#����/ �� �� ����"��) ���,6�

�$�%��+#1� ��� � ��������� �� ����1� �� $����!�!� #�����!,��
����#� $���!�%+ ( (!�������(�% (����1% ������%8 �� $��!����� $��.
%���� '� !�# %�#�%�#����(� ����� ����������� %�#��� ����#1 � #�(� �
���� ��$�!�1%� ����1%� #�( � �� $����!��,	 ���%�#�� �� ������(��#.
�1� $�$1#(� � � ��)#� 4�%� $������1) ����� ���) � %�#���� � ;Lowes
et al�	 
���<6� ���#��#�#�+/-�� $�!��� %�#�%�#����(�� #����� �!� =#�&
����� ��(� �� �� �1!� ��!�����	 �����!�� �!��(�) ��+����) ��!��#,/
��!��#�� #����� (����1& ����� � (���) $���������)� �#%�#�%	 �#�
���#��#�#�+/-�) ���!� ����� ����#����!���� �!� ��+%���� � �!+���
��$+�(��# ��#��#����+/ $���:��%+!����(+ � #��%���& ���)�#�  �!�.
%��:�1& :+�(>�) (�%$!�(���) $���%����) � ��$!�&� ��+���8 � ���#.
���#�	 � ��% ������� ���� �� $���!�% ?�!,���#�� ����(� �� �$�!��
$���#��	 (�( �%����	 � ����-�/#�� !� ����-�	 ���#��#�#�+/-�� ��+.
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%���1� ���+!,#�#1 �� +�!����& �+-��#������� � �����#������#� ��.
"���) �� :������(� ��%1�!���1) #��&%���1) �!+��)� @�% �� %����
���� �#%�#�#,	 �#� ��+����� ��+%���� � �!+��� $����!��# $��#���#,
��(�#��1� $��%��1 �����%%�#����1& #��&%���1& $�!�)	 �!� (�#��1&
����1� $� ��$���!����% ������%� ������������ �$����!�/# ��%� %� .
��#��� $�!��

��/�+ � ���#��-�) ����#� $�� %� ��#�1% $�!�% $���%��#�� 	
���
�� %� ��#��� $�!� 0�%!� ;A����(�)	 
���<	 #��� ���#, ���!/���%� �
%� ��#�� � $�!� � ��(�#��1&  ��:������(� ��#�����1& $���#����#.
�����.���%���B1& %��"#���& ��� +��#� �����)�#��� ���"��& 4$� �#��.
"���/ ( � ���������) $����&���#,/ ���#� $���#����#��6 ��#����(���
��( �����#�� ;A����(�)	 
���<	 =::�(#	 ��������%1) ���"��%� ��#��.
��(�%�	 %�� � %��,"�  !���� � %� ��#�� � $�!� 0�%!�� C-� ����
�#�����#��� $���$�!������ ��(!/���#�� �  �$�#��� �#�+#�#��� #�(��
����� $����&���#, ���!/����) 4��$�%��%	 �#� =#� ��#, !��� ��%���
$����&���#,	 !��� ��(�#���� $����&���#,	 ��D�%!/-�� 0�%!/ 2 ��$��.
%��	 $����&���#,	 ��%�#��%�� #���(#����%� ��%���/-� � �$+#��(� �
(��%���6�

E���"� �����#��	 �#� � ���!��������& %� ��#�� � $�!� 0�%!� ���.
�%�#����/#�� �� ��%� (!�������(�� +�������� 9�(���!!�	 � ��(�#����
�& %���:�(�>��	 ��������� � &���(#���1% %��"#���% ���!/����) 2
#�( ���1���%1� ���������

������ �������� � �����!� � $�������
��� =#�& +�������) � ������1� ���� �& �1���� 4�!��+� %�#����!+ (�� �
;Backus et al�	 
��<6� ��� ��"���) ��.%�(���!!���(�& +�������) $�� �#.
�+#�#��� #�(�� $����!�/# ����%�#����#, %� ��#��� $�!� (�( $�#��>�.
�!,��� � ��� ���������) ���#� $���#����#�� 4���"��) $� �#��"���/
( ��%(�+#�) $����&���#� ���!/����)6� 7�� =#�% 4�(�!���1)6 $�#��.
>��! =#� � $�!� �(��1���#��  ��%������(�) � =#�) ���#� $���#����#��
:+�(>��)	 #�� ��"����% (!�������(� � +�������� *�$!���

GU 5 ��

@�(�% ������%	 �������) �!+��) �!� ����%�#����� 2 =#� #��&%�����
+�������� *�$!��� � ��� ���������) ��!��#� $���#����#�� � ��(�#�.
�1%� (����1%� +�!����%� ��  ������#� 0����%1%� �!� $���!�%  ��.
%� ��#��%� ��"����%� $�#��>��!� ��!�/#�� #�	  ������# (�#��1& ��.
�#�#���� �1�#�� +�1���# �� ���(�������#�

jrU4x6j � jxj� jxj � �

;A����(�)	 
���8 Proctor	 Gubbins	 
���<	 ��� %� ��#��� $�!� �� �����.
��# %���$�!�� �!� (��#(��#� 4&�#, =#� � �� �$�!�� (����(#��6 � =#�)
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�#�#,�  ������#�1� $�!�  ��%������(�& $�#��>��!�� � R �+�+# ���1.
��#,�� �������������� ���������� 	�
����

��!,��)"�� +#������� %�#�%�#����(� � :��%�!��%�	 � ���#���#�	
$���$�!�����) � $����&���#� ���!/����) � � $�!�	 �+�+# ���1 � ���#.
��#�#�+/-�& �����!�& �#�#,�8 ����, �� ��� !�", (��#(�) ����� $��.
�!�%�#�(� � ����&���%1� ��1!(� �� �%�/-���� $+�!�(�>���

���� ������	�
��� ������ �� �����
����
��������� ����

� ����!� � �� $��#������ ���#�#���� �!�#�!,�� � $������ �$+#.
��(��1& ��%������) � &���"�) #�����#,/ 4$����(� 
nT 6 ��%���!��,
!�", ��!����� %��+!� ��(#��� $�!�� 7�����1 #�(� � $�!������ �1!�
���#� #�&��!� ����(�� 2 �(�!���1) %� ��#�%�#� ���#�#���� $���# �
�������	 ���#�%� �����#�>�� $������	 ��$��#��	 ���,%� �!����� �
���#��-�� ���%� ��#+�>�� ��%���!��,I $����!��, ��(+��#����1� �$+#.
��(�	 ��+-��#�!�/-�� �������%���1� ��%������ ���& #��& (�%$����#
%� ��#�� � $�!� 4� ���#�%� ��$������1& �����6	 &�#� ��$��� �� ��.
#��$��#�>�� ��(�$!��1& ���#� %��+!,�1& ����1& #�( � �� ���#� ��
��& $�� �+-��#�+�# #�(�� �����#�!,��� �����>� � �!�����#� �� ���.
��>�� ��(#���1& ���!/����) �� (��%��� $� ��������/ � %��+!,�1%�
���!/�����%�I ���#�%� �����#�>�� %� ��#�%�#�� �� �$�!�� �������
� $�(� �#� ���,%� ���� ��#��-�� 7�%�%� =#� � +�!�����#�� ��$���
(�!�����(� � ���!,��% ���%��� ��(#���� � %� ��#�%�#�� ;Gravrand et
al�	 ���
<� ��� =#� $����!��# ���#�#, $���!�%+ ��$�!,������� ���#�.
%��+!,�1& ����1& $�.$�����%+ �(#+�!,��)	 �� ���(�% �!+���	 $� ��.
�#����/ ��! �� $��!����� ����#�!�#���

7����� �� ����%�#�����%1& � �#�#,� #����#����(�& ����� ��#, $��.
�!�%� =::�(#���� � �$������ %� ��#�� � $�!� $� ����1% ��!����1
%��+!� =#� � $�!� �� $����&���#�� 7�.����%�%+	 �$���1� =#� ������
�1!� +$�%��+#� ��#1�� ����#���#�� ����� � �#�#,� ;Zmuda	 
���<	 ��.
��#, !�# �$+�#� ��� J�(+� ;Backus	 
��< $��#���!�� %�(��%�!,�� ��.
�����#,�� � #����#����(�) �#����� ��!�	 �� �� $���� ;Backus	 
���<
+(���! �� �%�/-+/�� ����, $���>�$��!,�+/ #�+����#, 2 ���������
��� ��������
��� ��
� � ����� �
���� �� ����� ����
��� ����
� ����������� ��� J�(+� $��#���! ���1) 4� �%1�!� ���!������
$� �:������(�%  ��%���(�%6 $��%�� ��+& �+-��#����� 4#��� �� ���.
��-�&�� ( +%������/ �� �
6 ����1&  ��%������(�& ��(#���1& $�!�)
�� ���"��) ( ��������%+ "��+ ��!��#�	 #�(�&	 �#� �!��1 =#�& ��(.
#���1& $�!�) ���$���/# ��/�+ �� $����&���#� �:��1� K��%�#�� ��
����#�����������#, �$�>��!��#��	 +���!�#����#�!,�� � �$������ ���.
%����) �������#������#� 4#��� &���"� ����������� � � ���#�#����
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$���#� � �!� $��(#����(�& $��!�����) %�#���6 #�( � �� �1!� ��(�%
$���!�����8 $���( #�(��� � ��#�!�� &���"� �����#��)	 �� #�( � �� ��.
"����) ������) 4�%�	 ��$��%��	 ����� ���#����� ��! �� 
��� � � �#�#,�
;Lowes et al�	
���< � �� $�$��"+/ � =#�# 4 ��:������(�)6 ����� ��!��
%�#�%�#���������+/ �#�#,/ ;Magnanini	 
���<6�

��-�$����#1% $����#��!����% %� ��#�� � $�!� ��!��#�� ���!���.
��� %� ��#�� � $�#��>��!� 4�� !�"����%� ��#��#�#�(� ����$�����/#
$�#��>��!,�1) &���(#�� %� ��#�� � $�!� ��� ��%��) $����&���#�6 �
��� ?�+���	 #���	 ��1%� �!���%�	  ��%������(�� :+�(>��.$�#��>��!
�#�����#�!��#�� �� ����% ���!������% $� �:������(�%  ��%���(�% �
��(�#���% :�(���������% ������� � ������%� ��!�(�% �# ���!,���#�
����!����������% $���$�!������ �������� =#� � ���!������ 4#��� �
���� ?�+��� ��$�!,�+�#�� !�", (������� ���!� �:������(�&  ��%���(6
#����#����(�� �������#������#, #�(�� �������#�

3��+%��#��	 �� $��(#�(� � ��������/#�� $����#��!����% $�#��>�.
�!� � ���� �+%%1 (������ � ���!� �:������(�&  ��%���(	 ����(� =#�
�����% �� #� �� ��%��	 �#� $���( ��"���� � (!���� (�����1& ���!�.
����)� � ���#���#�	 $�� �1���!���� �#�����#�1%� %�#���%� 4�%�	
��$��%��	 Press et al�	 
��6 ����!,�1& �!���� ���!������ $�#��>��!�
� ��� ?�+��� 4$���(�% (�=::�>���#��	 +���!�#����/-�&  ������1%
+�!����% �� %��+!,  ������#�6 �����(��# ��(��#��!��+�%� ��!,"��
�"��(� ���#��#�#�+-� � ��(#���� � $�!��	 �������� � ����  �� ��:���.
�(� � =(��#��� 2 =#� #�( ���1���%1) NJ�(+�.=::�(#N� K�����(��#�1�
$�$1#(� �>���#, � $�����!�#, NJ�(+�.=::�(#N ���#�#���� �#�����1
� !�#���#+��	 ��# (!/���1� ��1!(�I ;Barraclough	 Nevitt	 
��8 Hurwitz	
Knapp	 
��'8 Lowes	 
���8 Lowes	 Martin	 
���8 Stern	 Bredekamp	 
���8
UltrBe et al�	 
���<�

0�%�#�%	 �#� � �!+��� ��%�����) �� �� $����&���#�	 � �	 $+�#, ����
%�!�%	 ��D�%� $���!�%� �����#������#� �����#�� ( ��+����/ ���%��.
���#� ���!�#����(� � $����!����� � ��!+ ���!�#�����#�  ��%�����.
�(�& $�#��>��!�� � !�(�!,��) ���!�#�����#� �1������� �!��1  ����.
��#� 4�%� #�(�� ;Backus	 
��'<6� �$����% ���%�����#, $��(#����(� �
��$�!,������� =#� � ���+!,#�#� �1 !���# ��� �-� �� �$�!�� ������

�� ��& $�� ��(�(�& �����������) #����� �!� ��D������� +$�%��+.
#� � =::�(#� �� �1!� $�!+����8 � +(�����1& �#�#,�& �1!� �1����+#�
=%$������(�� ��(�%����>�� �����!�#, ( %��+!,�1% ����1% � $��=(��.

���������� �������� �����������	����
 � � ! ����� �� �!�������"#� ��$��� "# 	�!%
! ���	����& 	�� ����$� ���& 	��� !��& ���! �'��	�
 �!�� 	 ����! 	� �!����#� ����#�
�!������	� � �� ��!�	��! � 	�� ����$� ���&
 ��! �	�&�"�$� ���"���" ����!��

�(�� ) �" ��	�! ��
 � � ��! �%!���&��#� ����#�
 ��������#� !� !�� ����	 !� �����%
 �����' 	����*��'  ���� ���'
 ��+ � ��!� ����� "���,�' -����!%)..�� -�




� ��������� 	�
� ���
�

#����!,��) ���� ��(#���1� � ��$�!,����#, ���1� �%�"���1� ����1�
�!� �$����!���� (�=::�>���#�� ���� ?�+��� �#�����#�1%� %�#���%� 2
#�(�) %�#�� ���# �����#�!,��� +��!������ #�����#� �#��#�� K�(�(�&
#����#����(�& �>���( #�����#� �� �1!� ����	 �1!� $�$1#(� =%$�����.
�(� �>���#, ;Holme	 Bloxham	 
���< ������%��#, #�����#� ���+!,#�#�
�# ���%���� ��!��#�	 � (�#��+/ �����!��1 ��$�!��#�!,�1� ��(#���1�
����1� � #�����#� =#�& ����1&�

� �#�#,� ��)���1 +����1�	 � $��(!����) #��(� ������	 +�!����
�����#������#� ����#����!���� $�!�I �(��1���#��	 �!� =#� � ���#�.
#���� ( %��+!,�1% ����1% ������#, �+!��+/ ������+ ���#�(�!,��)
���#��!�/-�) $�!�	 ��1%� �!���%�	 (�������#1 !����	  �� %� ��#���
$�!� (����#�� $����&���#� ���!/����) 4=#� !���� #�(�� �����#�� (�(
��	���� �������6� 3�"���� �(��1���#�� $�� =#�% +�#�)���1% $�
�#��"���/ ( #�����#� ��%�����) (�( %��+!�	 #�( � %� ��#�� � =(��.
#��� 2 =::�(#�� ��(��#��!��+�%1& �"���( ����#����!���� ��(#���1&
�������) �� �����(��# ;Khokhlov et al�	 
���<�

���#��#�#�+/-�� ������ #����� +�������) � ���#�1%� $�������.
�1%� 2 (������ ������ �!� +�������� *�$!��� � +�!����%� �� %��+!,
 ������#� 2 ���(�!,(� �����#�� ��#��+ � %�#�%�#����(�) !�#���#+��
�1!� ���>�������� +$�%��+#�) �#�#,�) ?�J�(+�� ;Backus	 
���<6 � ��.
�!�����!��, $���� 4��� ����� � $���������� � �����%�) �!�  ��:���(�
���#�6 ;Magnanini	 
���8 Payne	 Schaefer	 
���<� 0����� ���# ��#����.
�1) $��%�� ����%���)�#��� ���#�) %�#�%�#�(� � $��(!���1& ��!�.
�#�)	 #�(�&	 (�( �1��� �$����� =(���%�1& ��%�����) $�!�� 7��(#�.
���(�) �%1�! $�!+���� � ����, ���+!,#�#� ���#��# � #�%	 �#� $�!���.
��� %� ��#�� � =(��#��� 2 ���#�#���� &���"� ��+������ ��-,	 #��.
�+/-�� ��%���� � ������#�!,�� +�(�) "���#��) $�!���8 ����&���%1�
��%������ %� +# �1#, $�������1	 ��$��%��	 � ��%�!�#�� 7��(#���.
�(� �����) ��!��#�� (��#��!��+�%�� �"��(� �#��#� 4#��� ����#�����
��(#���� � $�!�6	 ��!����� (�#���) ������# �# #�����#� ��%������ %�.
�+!� � #�����#� �$����!���� %� ��#�� � =(��#���� 7�� =#�% ��(�(�&
�$�>��!,�1& $���$�!�����) � &���(#��� �"���( ��%������ 4��$��%��	
$���$�!�����) �� �& �#�#��#����(�& ���)�#��& 6 �� #���+�#��� � ���#.
���#�	 �����)�#��� ���"��& ��#����(�� $�!� %���# �1#, �(!/���� �
+(�����1� �"��(� ��%�������

A���� �1������� =#�) ������%��#� #�����#� ����#����!���� $�!�
�# #�����#� ��%������ $�!������ %� ��#�� � =(��#��� $����!��# ��D.
����#, ����� ��)����1) ;Holme	 Bloxham	 
���< =%$������(�) =::�(#
N���������� ��!,"� � +��!������ #�����#� �#��#�N $�� �����!���� (
%��+!,�1% ����1% � =(��#����!,��) ���� �� �!�"(�% #���1& ��(#��.
�1& ����1& 2 =#� �!��+�# �� :��%+! �>���( �"��(�� ��)�#��#�!,��	
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���#���1� ��(#���1� ����1� � ��)���  �� ��:����(� � =(��#��� %� +#
���#� � ���#�#����) #�����#,/ ��:��%�>�/ � $�!������ ��	���	�
���������

���� ������	�
��� ������ � �����
����� ��������� ����

����) ��  !���1& ����� ��&��. � $�!��%� ��#�1& ���!�������) ��!�.
�#�� $��#������ %���!� $�!� �!� ���!���1& ��#������(�& �  ��!� ���.
�(�& =$�&� @�$���1� ����1� $�� =#�% &���(#����+/#�� ������#�!,��
%�!�) #�����#,/	 $����% � $����!��-�% ��!,"���#�� �!+���� ��%���.
��� ���#��# #�!,(� �� �(!������ � ��(!������ $�!� ��� ��#�������.
�#�	 #��� #�(�� ����1� �#����/# $�!/ ��$���!���) 4� �����#�>��%�
�!� �� ��� ��1&6� 3��+%��#��	 %���!, ��(#���� � $�!�	 $��#�������
$� =#�% ����1%	 �+��# ������������	 �%���� 2 ��� �� ���%���� +%��.
��#, ��� ��(#��� �� (���#��#+ 4$�!���#�!,�+/ (���#��#+	 ��!� ��.
$���!���� ���1 � �����#�>��)6� ����(� ��$���#��) ��#���!��, $�!���
�#�$��, �������������#� %���!�	 �!� (��#(��#� �+��% ���1��#, =#+
$���!�%+  �$�#���) �����#������#� 45 �����#������#� � #�����#,/ ��
%+!,#�$!�(�#����) (���#��#16� 7+�!�(�>�� �� =#+ #�%+ �� $��!���� �
���%��� �����!�!��, %���+ $�$1#(�%� ;Proctor	 Gubbins	 
���< $����.
�#� 4���!���1�6 (��#�$��%��1 �+-��#����� ���!���1&  ��%������(�&
$�#��>��!��	 (�#��1� ������!� �1 ���� � #� �� $�!� ��$���!���) ��
$����&���#� 0�%!�	 � $�$1#(�%� ��(���#, �����#������#, � ��%�% ��.
-�% �!+��� ;Kono	 
��<	 �� =#� ����+������ �������!� ���1� �"��(�
4�%� (�%%��#���� � ;Hulot	 Khokhlov	 Le MouTel	 
���<6� ���#�$��%�� �
;Proctor	 Gubbins	 
���< ���#��! � $���D��!���� �����%%�#����� � $�!�
��$���!���)	 �!� (�#��� � �%�/#�� (�( %���%+% ���  ��%������(�&
$�!�	 � � ��!������ ��$�!,����!� �� �$�!�� �������1� +#��������� �
�+-��#������� ��"���) ����!,�� �!���1& ��(+����#�1& +�������) �
$���%���1%� (�=::�>���#�%�� � ��%�� $��!����� ���%� R�Kaiser �
M�Neudert ;Kaiser	 Neudest	 ����< ����-�!� ��#��+ � ���#� �+#�% �%�
$�� ����� � (!����:�(�>�� �����%%�#����1&  ��%������(�& ��(#��.
�1& $�!�)	 ���$���/-�& (�( $�!� ��$���!���)� K� �� ���� +�!����
�#�� �) �����) ��%%�#��� $�!� ��!��#�� (!/���1% �!� $��#������
(��#�$��%���� � �& (!����:�(�>��	 ( ����!���/	 =#� �#�� �� � ��.
������� �� �#����/# ���!,�1% ���)�#��% %� ��#�� � $�!� 0�%!��

7��(#����(�� �����%��#, �#��#� � �#�$��� �������#������#� ���.
�#����!���� %� ��#�� � $�!� 0�%!� $� � � $�!/ ��$���!���) �#�%+!�.
����!� $���( &���"�& ��#��#����1& +�!���)	 $�� (�#��1& +�#�)�����
�����#������#, �#��#� 4� #�����#,/ �� +%������� �� (���#��#+6 �1!�
�1  ����#�������� ����� =#�& $�$1#�( $������� � ;Lowes et al�	 
���<�
��( � � �!+��� � %��+!,�1%� ����1%�	 ����, �!�"(�% +� %�� � ���%�.
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��� +��!��� ��!�(�%+ �# $��(#����(�& $��%�����) � ����������) ��.
-� � $�!������ +�!���/ (�������#� ���� ?�+��� �!� $�#��>��!�� �#%�.
#�% #�(��	 �#� $�� ��%������& ��$���!���) � $���#����#�����% ��D.
�%�	 � �� �� $����&���#�	 ��$��� � �������#������#� ���%��#�� ;Proctor	
Gubbins	 
���<�

��-�� %����� ���� ���!�����#�!�) 4�%� ;Barraclough	 
��'<6 �!���.
!��, ��� �� � $�!,�+ #� �	 �#� �!� �!+��� ���!,�� � %� ��#�� � $�!�
4#��� � &���(#���1%� ��!�����%� �!���� ���� ?�+���6 �����#������#,
����#����!���� 4� #�����#,/ �� +%������� �� (���#��#+6 $� ���!/��.
���% �� $����&���#� �%��# %��#��

� �#�#,� $���!����� +�!����	 $����#��!�/-���� ���+%�1% �!� %�.
#�%�#����(�) %���!� ���!,�� � $�!� �  ����#��+/-�� �����#������#,
4� #�����#,/ �� +%������� �� (���#��#+6 ����#����!���� ��(#���� �
$�!� $� ���#��#�#�+/-�%+ $�!/ ��$���!���)� �!� ���!,�� � %� ��#.
�� � $�!� �(!�� ��$�!,��) (�%$����#1 ��!��#�� ��%����#�1%	 � =#�%
�!+��� +�!���� ���#��# � #�%	 �#� $�#��>��! $�!� �%��# ���� ���1��.
�����1) %�(��%+% � ���� ���1�������1) %���%+% �� $����&���#��
K�$�%��%	 �#� ���1�������1% =(�#��%+%�% ���1���#�� #�#	 �!� (�.
#��� � %�#��>� �#��1& ���#�1& $��������1& 4$� (�������#�% �� $�.
���&���#�6 ���1�������� W������(�� ����������� � $�!,�+ �$�����.
!����#� +(������ � +�!���� �!� $�!��%� ��#�1& ����1& %���� ��)#�
� ���%��#��) � ?��!� � X.*� *� 9+�!�%  ��:������(�) �#�#,� �� =#+
#�%+ ;Hulot	 Khokhlov	 Le MouTel	 
���<� 7�� =#�% +�!���� �%��# %��#�
�����#������#, 4� #�����#,/ �� +%������� �� (���#��#+6 ����#����!�.
��� ��(#���� � $�!� $� ���#��#�#�+/-�%+ $�!/ ��$���!���)�

��!���� %���� $���!!/�#������#,  ��%�#�����(� (�( �+-��#����.
��� ����� ���� � ������� � %� ��#�� � $�!/�� � ����� ���� � Y�.
�� � %� ��#�� � $�!/�� 2 #���(	  �� ��(#�� $�!� $��$����(+!���� $�.
���&���#�� C�!� �� #�(�& #���( $��$����(+!�����#� 4�!� ��!�� ��-�
2 �����1& (�%$����# %�����#��	 � (�#��1& ��$���!���� $�!� $��$��.
��(+!���� $����&���#� 6 ����� n	 #� �%��# %��#� �>��(� ����&+ ���!�
�������1& $���%�#���	 �# (�#��1& ������# ��"����	 2 � �%����	 �&
���!� �� $�����&���# n� 
�

7�%�%� ����&���%� � ����������� #����#����(�) �����#������#�
��"����	 � $�!��%� ��#��%� �(#+�!�� #�(�� ��$��� �1���� %�#��� ��.
&������� (�=::�>���#�� ���� ?�+��� �!� ���#��#�#�+/-� � %� ��#.
�� � $�#��>��!�� ��!� � #�%	 �#� 4� �#!���� �# ��%�����) %��+!�
%� ��#�� � $�!�6 $�!��%� ��#�1& ����1& ��1��� �� �!�"(�% %�� � �
��� �� ����, �1��(�) #�����#�� � =#�& +�!����& ��!�#�!,�1% ��!��#��
+��# �#�#��#����(�& ���)�#� ���+!,#�#�� ��%�����) �	 ���#��#�#�����	
�$������ �#��#� 4#� �� (�=::�>���#�� ���� ?�+���6 � �#�#��#����(�&
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#��%���&� @�(�% ������%	 #�(�) %�#�� ��!��� �$���#,�� �� ���)�#��
���$����!���) �!+��)�1& ��!����	 $����%�/-�& �� ���!��1� ��������	
� �������� � %�����#�� ��$���!���)� [!�%��#1 ���#��#�#�+/-�) %�.
#�%�#����(�) #����� ��!����1	 ��$��%��	 � ;Mardia	 
���<	 ����(� ��
�$�!�� ����	 (�( �%���� �� !��+/#�� $��������1� #�% ���$����!����
� +$�#����#�!,�1%� �� ���� �#�#��#����(�%� �$������%� %� ��#�� �
$�!��

7��%����%1� �� ���� %�#��1 ;Carlut	 Courtillot	 
���8 Courtillot et
al�	 
���8 Kono	 Tanaka	 
���8 Kono et al�	 ����8 Wilson	 
��
< �1 !���#
��� �� ���#�#���� $��#���������I ��$��%��	 $�� ��&������� (�=::�.
>���#�� ?�+��� $�� ����$�!,�1& �!���& ��$�!,������� VGP.%�#��� 4#��
��$�!,������� ���#+�!,�1& $�!/��� 2 �%� ;A����(�)	 
���<6	 �������#	
$� �+#�	 ��$�!,������� $���$�!������	 �#� ��� ����$�!,�1� (�=::�>�.
��#1 ����1 �+!/� 3��$���#������ #�(�� %�����	 �#� ���$����!����
��$���!���) %� ��#�� � $�!� � �����) #��(� ��� �� $�������1 �#�.
#��#�(� W�"���	 %���+ #�%	 (�( �+��# $�(����� � �#�#,�	 =#� %���#
$��#�������#, $����#�%+ �� ���� $���$�!�����/ � ���%�!,��% ��(���
���$����!���� (�=::�>���#�� $�� �:������(�&  ��%���(�& � ���!���.
��� %� ��#�� � $�#��>��!�� @�(�% ������%	 �%��#�� ����� ����&���.
%��#, $���#� � � ���� � �$������ �#�#��#����(�& ���)�#� ��%����%1&
��!����	 ��&��� �� �����#�� � �#�#��#����(� � $�������� %� ��#�� �
$�#��>��!��

� �#�#,� �������� +$�#����#�!,�1) �� ���� $�� ���!�������� $�.
!��%� ��#�1& ����1& �!+��)	 (� �� %� ��#�1) $�#��>��! ��#, �+%%�
��������%1& ���%�!,�� ���$����!���1&  �+�����(�& (�=::�>���#��	
+%������1& �� �:������(��  ��%���(�� � =#�& +�!����& ���%����
��#, ����� �$������ ��(��� ���$����!���� ��$���!���) %� ��#�� �
$�!� 4�� ������# �# �1������) �� $����&���#� #��(� ���!/�����6 �
+(���#, (��#���� $�����(� ���#��#�#�+/-�&  �$�#�� 2 �(��1���#��	
�#� "���(� �����#�1) (��#���) ��!%� �����2�%������ %���# �1#,
��� (�(�&.#� ��$�!��#�!,�1& $���$�!�����) ��$�!,����� � �!+��� $��.
���(� �#�#��#����(�) ���#�������#� $���%�#���	 ����/-�& ���$����.
!���� ��$��!���)� � (����#�� ���(�!,(� $�����(��!,�� � ���+!,#�#�
$��%������ ��!�����1& � �#�#,� $���>�$�� +(���%	 �#� �$+�!�(�.
���1� %���!� $�!��%� ��#�� � $�!� 0�%!� ;Constable	 Parker	 
���8
Quidelleur	 Courtillot	 
��<	 � #�(�� %���!, ;Johnson	 Constable	 
���<
$�����(� (��#����% ��!%� �����2�%������ �� �1�������/# 2 $��.
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��/-�& ����% � #�% �� ����1%	 $������# ( #�%+	 �#� :+�(>�� ����#�.
���� 4�$����!����� �� %�����#�� $���%�#��� %���!�6 ������%� �%��#
���(�!,(� �����(��1& $� �������/ %���%+%��	 �#� $�� $���(� ��"���)
%�#���%  ������#�� � �$+�(� ����# ( ������%��#� $�!+���%� � �#��#�
�# �#��#���) #��(� �! ���#%�� [#� ���#��#�!,�#�� +%��#�� ���1��#,
��+�#�)�����#,/ �! ���#%��

(� ��$$)!���&���� *�&#
*� ��)��$����$)#+ �! *���,-��$)�

!��� "
�#��
� ����������� ����� ���


}����#�1) 7���>�$ %�(��%+%� ;�!���%����	 
��
< �!�  ��%�����.
�(�& :+�(>�)  !���#	 �#� !�(�!,�1) %�(��%+% 4�!� !�(�!,�1) %���.
%+%6 ��$��#�����)  ��%������(�) :+�(>�� f �� %���# ��&���#�� ��+.
#�� �#(�1#�) ��!��#�� �!�����#�!,��	 �� %���# ���#� �#,�� #�!,(� �
#��(� x� ��  ����>� +(������) ��!��#��

� ��+ �) �#����1	 � �!+��� (�%$�(#��)  ����>1 ��!��#� =#�# %�(.
��%+% 4%���%+%6 :+�(>�� � ��!��#� ��!��#�� #�(�� � %�(��%+%�%
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��� ��� ������������ ��������� 	�
� ���
� 
�

4%���%+%�%6 ����� �������) :+�(>�� ��  ����>� 2 ��$�%��%	 �#� %1
$�!� ��% :+�(>�/  !��(�) � ��  ����>� ��!��#�� �#�!� �1#,	 %����
����%�#��#,  ������#rf 8 �!��+/-�� ���)�#��  ��%������(�& :+�(>�)
������#�!,�� &���"� �����#��I

����� �� ���������� 	������ rf ��������� 	����������� �
�������� ��
����  ��!�� f � " �����# 	�� f �����	��� �������
��
�	� $�����
��	�% &����� � �	�������'��� ��� ��
���� �������
����# 	������ rf ��
��� �� �
��

4��(���#�!,�#�� %���� ��)#� � ;9���&�#�	 
���<	 � #�(�� �%� ����
��(���#�!,�#�� *�%%1 �6�

� ��#������% �!� ��� �!+��� ��!��#� � �+��� ����!,"�) (�%%��#�.
��)I $��(�!,(+ ��!��#, � �������# �(���#���#, ���(�������#�	 #� (�(
%�(��%+% #�( � %���%+%	 ����-�  �����	 ��&���#�� !��� �� $����&��.
�#� �	 !��� � ���(�������#�� ����(� � ��"�) ��#+�>�� �#���) �!+��)
�#$����# � =#� �$�>�:�(� �%���� %� ��#�1& $�#��>��!��� ��)�#��.
#�!,��	 $���$�!���% $��#�����I %�(��%+% 4%���%+%6 :+�(>�� ��&�.
��#�� � ���(�������#�� @� ��	 $� ��!���/ +�1����� $�!+���#��	 �#�
:+�(>�� f ��/�+ � ��!��#� � �#��>�#�!,�� 4$�!���#�!,��68 � ���#��.
�#�	 ���!� �� �� $� �:������(�%  ��%���(�%	 ����%	 �#� ��%����#�1)
$� $����(+ jjxjj �!�� ���!������ �� ���#�#���� ��!,"�) �:��� �� %�.
���# ���(� �	 �����#	 ��!��#�� %���$�!�% � $����(�% +�1����� �����>��
7��#�������� � ��!����% +�1������

@�(�% ������%	 � %�(��%+% � %���%+% � ��!��#� � ���#� �/#�� ��
$����&���#� �� *� (� #�(�� ����#,	 �#� $��(�!,(+ $� $���$�!�����/
:+�(>�� ��::����>���+�%� � �� $����&���#� �	 #�  ������# � +(����.
�1& #��(�& %�(��%+%� � %���%+%� $��$����(+!���� $����&���#� ��

!��� $������ �����
������

}�:��%�>�� $���1�+-� � �����!� � ��-�% +�� ���#�#���� �!�
�+�� �����!� '	 � #�(�� �!� ��(���#�!,�#�� ������ #����%1 �����#���.
���#� ����#����!���� $�!� $� %��+!/ � %� ��#��%+ =(��#��+ �� $�.
���&���#�� 91 ����%�#�����% �!+��) $����&���#� ��-� � $�!������	
�!�����#�!,��	 %� ��#�1) =(��#�� ���#��# �� ����) �!� ���(�!,(�&
��%(�+#1& (���1&	 �������/-�& $����&���#, �� ��!��#�	  ��  ����.
��# ��$���!�� ���+�+ �!� ��+#�, $����&���#�� 7�� =#�% %� ��#�1)
=(��#�� ��� ���������# ��!��#�	  �� $���(>��  ������#� �� ���%�!,
( $����&���#� �%��# ����1� ���(��

(������ � $(������ �����������%� )���� ��� 	����������� �
��
���� �� � ����
������'��� ��
���' �������  ��!�� f � g ���
����# ��� � ���������� � �������'� �
�� jjrf jj � jjrgjj �� 	���
������# � ���*� ������ ��	���� ��������� Mf � Mg $	�� �����



�� ��������� 	�
� ���
�

�������'��� 	������� ����'��� ���������� �%� (�	�� ��'�� �
��
���� �� 
��� f 5 g# 
��� f 5 �g�

+���&���
������ �!� ����!�	 ��!� =#� ����&���%�	 ��%���% ���(
+ ����) �� :+�(>�) � #�%	 �#��1 $���(>��  ������#� �� ���%�!, (
$����&���#� �%�!� �1 �����(��1� ���(� �� ���& ��!��#�&	 �� (�#��1�
��������# %� ��#�1) =(��#�� Mf 5 Mg $����&���#, �� @�$��, ���.
�%�#��%  ��%������(+/ :+�(>�/ h 5 f � g� �������1% ������% ���
#�(�� �� �������# %���$�!� �	 �!�����#�!,��	 �� %�(��%+% � %���%+%
� ��!��#� � #�(�� !���# �� $����&���#� ��

7���$�!���%	 �#� %�(��%+% 4%���%+%6 :+�(>�� h �� $����&���#�
� !���# ��� %� ��#�� � =(��#��� � ����) �� ��!��#�)	  ��  ������#1
rf � rg �%�/# ���+!��+/ 4� ���� � ���(�	 $��(�!,(+ %1 +�� $�����.
#�!��, �� =#�%6 $���(>�/ �� ���"�// ���%�!, ( $����&���#�� @�(�%
������%	 ��(#�� rf �rg 5 r4f �g6 #�(�� �%��# ���+!��+/ 4� #� � ��
���(�6 $���(>�/ �� ���"�// ���%�!,� ���%� #� �	

4r4f � g6�r4f � g66 5 jjrf jj�� jjrgjj� 5 �� 4�6

#���  ������# rh 5 r4f � g6 ��#� ���!�� ��(#��+	 �%�/-�%+ ���+!�.
�+/ $���(>�/ �� ���%�!, ( $����&���#�� �#�/�� �!��+�#	 �#�  ����.
��# rh 4��!� �� ���+!���)6 �� %���# �1#, $��$����(+!���� $����&��.
�#� � #��(� $���$�!� ��%� � %�(��%+%� 4%���%+%�6	 �	 �!�����#�!,��	
$� *�%%� 
 �� %���# �%�#, %�(��%+%�� 4%���%+%��6 ��� %� ��#�� �
=(��#����

����(� � #��(� x � Mf 5 Mg  ������# rh	 ��!� �� ���+!���)	 #�%
��!�� �� $��$����(+!����	 � (���#�!�� $����&���#�	 �+�+�� ������#,/
��+& (���#�!,�1& ( $����&���#� ��(#���� rf � rg� @�(�% ������%	
:+�(>�� h $��#����� � ����� �+!/ ��/�+ �� $����&���#� �	 � �#�!�
�1#, � � ��!��#� ��	 $��(�!,(+ �� %�(��%+% � %���%+% � � ���$���/#
� ����1 �+!/� ��(���#�!,�#�� �(�������

��(������� #�!,(� �#� #����%� ���� � ��  �����# � #�%	 ���(�!,(�
�+�+# �#!���#,�� :+�(>�� f � g ���!� �&  ������#1	 ��!� �!��1  ��.
����#�� �� #���� ���$���/#	 � !�", ���#�#���� �!��(� �	 ���!� ����	
��!� (���1� %� ��#�1& =(��#���� Mf � Mg �!��(�	 �� ����-�  �����	
�� ���$���/#� }� ��(���#�!,�#�� @����%1 
 $��%� =#� �� �!��+�#�

� �!+��� ��� ��������) ��!��#� � � +���!�#����/-�)��
���' ����
���� � �����������  ��%������(�) :+�(>�� f *�%%+ 
 %���� +��.
!�#,� 7�!+����� #�(�% ������% ��������#�� �!�  ������#� � #��(�
%�(��%+%� �+��# ������1% ��$�%� �#�!,�1% ���+!,#�#�%	 �� �����!�
���� �:��%+!�����#,	 �#B� �%���� $���%��#�� $�� �!���%� �
�&��� ��	�
���� �������� � �
�&��� �����������



������
��� ��� ������������ ��������� 	�
� ���
� �


!�!� %���
� �� 
��� 

�!� �$����!���� �!����#� %� ��#�1& =(��#��� ���$�!,�+�%�� $��.
�(>��%� Bn 5 B 
 n ��(#��� $�!� B �� ��(#�� ���"��) ���%�!� n �
(����) #��(� $����&���#� ��

&��� � ��������� '�
������ 7��%�%	 �#� $����&���#, �
$����#��!��� ��D��������% #��& $��%�����#� U

�

� 	 U
�

� 	 U
�

� #�(�&	 �#�
�!� ��(�#��� � 4%�!� �6 
 � �

� x � U
�

� � Bn � 
	

� x � U
�

� � Bn � �
	

� x � U
�

� � jBnj  
�

@�(�� :��%+!����(� ����$������# (�( #�	 �#� ���#��#�#�+/-�� %� .
��#�1� =(��#��1 (��#��!��+�%� 4� #��%���& %� ��#�� � $�!�6 �!��(�	
#�( � #�	 (�(�� $�!�����#� 4��+#�, �!� ���+�+ $����&���#� �6 + %� .
��#�� � $�!� ��� ��(�#���) �(���#���#� %� ��#�� � =(��#����

&��� � ���(��� J!����#, %��+!�) ��(#���1& $�!�) rf � rg
�������#	 �#� ��/�+ �� $����&���#� � ������#, �!�� �� $�����&���# ��.
!����1 �	 (�#��+/ �+��% $���$�!� �#, %�� � %��,"�) %�(��%�!,�� �
�������� L %��+!� ��(#���1& $�!�) �� $����&���#�

�� � � max
>

4jjrf4x6jj� jjrg4x6jj6 L�

K�"� �!���)"�� >�!, 2 ��(���#, �!��+/-+/ #����%+I
(������ , $(������ ����������%� )�����
�*��# ��� ��� $� ���&��

��
�� ��&
����% ��	���� ����!��
� f � g ����
������'� ����
�������
��� ��-� ��
����� $�������#�����!�� ����
� ��
� � ��	�
���	� ��������%� .�
� 
� � � �# �� jjrf �rgjj � � � ��

A���	 �#� ��(������� �1"� @����%� �����#������#� ��!��#�� �!��.
�#���% @����%1 �&���%��#�� ����(� %1 $����!� ��������%�� �  ������
%���� �!����� �� ��(���#�!,�#�� � >�!,/ ���!�#, ��� +#��������� ��!��
$�������1%��

!�)� &�������������� (�
��*����

}����#��	 �#� �!� "���(� � (!����  ��%������(�& :+�(>�)	 �(!/��.
/-� �	 � ���#���#�	 ���!��+�%1� ����, $�#��>��!1	 �>��(� :+�(>��
�!�(+# �>��(� ��  ������#� � �������#� ���#��#�#�+/-�� %�#�%�#�.
���(�� +#��������� %� +# �1#, �:��%+!������1 ���(�!,(�%� �$���.
��%�	 �!� ��"�& >�!�) �1����� �!���#��� ��
� �� (�� � ;Mitrea	 
��'<I



�� ��������� 	�
� ���
�

����� ,� +
� 
'���# ����������� � �
' � �����������# 	���
��������� � �  ��!�� u46 ����
��Z

>
jjujj�dS �

ZZ
?
jjrujj�dist4x��6dV�

0���, 4�6 2 �����( =(����!��#���#� ��+&	 ������-�& �# ��(�#��� � $�.
��%�#�� �	 ��!���� F � G� [(����!��#���#, �������# �+-��#�������
��+& $�!���#�!,�1& (���#��# D� � D� #�(�&	 �#� �!� ���& � �1$�!.
���1 ��������#�� F 4�6 � D� 
G4�6 � G4�6 � D� 
F 4�6� � ���� �!+���� =#�
(���#��#1 +���#�� ���� �1���!�#,	 ��&��� ��	 �(���%	 (�=::�>���#��
���!������ $� �:������(�%  ��%���(�%�

!�+� ,���
��� ����� � �������� ����� ����

����� /� )���� ��	���� ����!��
 u46 	������� � ��# ����
�
�������� ��
���' ������� � ����������� � �����	��� � �����
x� � � ����	� �������
��	� &����� u4x�6 5 a � � � ��
����
�
S
�� (�	�� jjru4x�6jj � min4a� bC� bC6# 	�� bC 0 ��
�*���
��� ���

�����# ������' ��*� ����&��� ����& ��������� � ��
���� ������

��1 bC 5
	
�
�

dK � �

��

�

+���&���
������ ��������% 4�%� ���� 
6����� bx � � >��#� �:��1 ��

����+�� R 5 K 
 ��a��� �d � �a��	 (���/-�)�� � #��(� x� $����&���#� ��
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4�� n x�6 	 �� 3���%�#��% #�(�� %��,"+/ �:��+ �� ����+�� �a�� �
#�% �� ��%1% >��#��% bx� �������1% ������% �!� (����) #��(� x � ��

�%��% jjxjj � K 
 ��a��� �d � �!�����#�!,��	 � ��!+ ��
���� �������	 �!�
(����) #��(� x � �� �1$�!���� ��������#�� u4x6 � a
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(+!���� $����&���#� �	 ����$�����/# ��!��%��I
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 n 5 ��u4x6
�n


x�

�
�



R

��
�

jru4x�6j �
	
K 
 ��a��� �d � �a��


��
�

jru4x�6j �
��� a� 


	
�
�

dK � �

��

� a  
�	
�
�

dK � �

��

� a � 
�



�' ��������� 	�
� ���
�

*� (� #�(�� �1���#� �!��+/-�� $�!����� �!���#����
2
������� �� )���� 	����������� ����!��
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��
��	� &����� u4x�6 5 a � � � ��
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�&���%��#�	 #��� +���!�#����/-�& ���% �1"�$��������1% +�!����%
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jj OAjj� 5 j OBj� � j ABj� � �j OBjj ABj cos dOBA�
j ABj� � �j ABj j OBj sin dCOB � 	j OAj � j OBj
	j OAj� j OBj
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7���&�� �# 4
'6 ( 4
�6 ��(����	 $��(�!,(+ :+�(>�� y4x6 5
p
x� � A� x

+�1���# $�� $�!���#�!,�1& x � $�!���#�!,��% A�

!�/� "��������

��(���#�!,�#�� @����%1 �&���%��#� �+��# ���#� �+#� �!��+/-�%	
�� �$�!�� $��%1% �$�����%� �����!� $�!+��% �>��(+ ��!����1
jrf � rgj 5 jr4f � g6j � #��(� =(�#��%+%� f � g �� $����&���#� �	
��#�% � $�%�-,/ �!���#��� 
 $�!+��% �>��(+ �!� jjf � gjj � ��!��#�
�
S
�	 �	 ��(���>	 ��$�!,�+�% *�%%+ � �!� ��(���#�!,�#�� #� �	 �#�

jrf � rgj � � � ��!��#� �
S
�	 (� �� 
� � � � 4�� ��%�% ��!�	 �����.

��� ���� ��(���#�!,�#�� ���#��# � $���&��� �# �>���( �� $�#��>��! (
�>��(�% �� � �  ������# � ����#��6�

�����!� $��%���% ���+!,#�#1 $���1�+-� � �����!� (  ��%���.
���(�%+ $�#��>��!+ h 5 f � g� *� (� ����#,	 �#� �!� $�#��>��!�
h 5 f � g ��
���� ������� � �����>�) �1$�!���1 � (���#��#�%�bd 5 d	 b
 5 �
 � bK 5 �

�

dK	 $�� =#�% ��������� $����&���#� � #� ��
��%��I � 5 U

�

�

S
U
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@�$��,	 �+(�����#�+��, 7���>�$�% %�(��%+%� ;�!���%����	 
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8

9���&�#�	 
���< ����%	 �#� :+�(>�� h ���#� ��# ���� � %���%+%� �
%�(��%+%� $� ��!��#� �

S
� !��� � �	 !��� �� $����&���#� �� ��.
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 � ����!� =#� � �����!�	 ��� =(�#��%+%�
!���# ��� �� �� $����&���#� �8 �$����% � �����% (��(��#��% ����+.
������ ���#�#���� #� �	 �#�	 $� (��)��) %���	 ���� �� ��& 2 %�(��%+%
2 ��&���#�� � x� � � 4��!� ����&���%� 2 ����%�#��% h� 5 g � f6� ��(
+�� ��D����!��,	 rh4x�6 $��$����(+!���� $����&���#� ��
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�
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�
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6 #�(�� �#��.
%�#�� ( �8 �!�����#�!,��	 ��������#�� 4
�6 � �!���#��� 
 ����$������#
���&�//  ����>+ �!� ��!����1 h4x�6 4$�� =#�% 
 � � ��!��1 �1#, ��.
�#�#���� %�!1%�	 �#��1�1$�!��!��, ��������#�� 4�6 � ��%���) u �� h6I
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�!�����#�!,��	 jh4x6j � � ��/�+ � �
S
�	 ��!� 
� � � �� � ��!+ #��.

��%1 �&���%��#� ��)��"#����� 4�%� ��$��%��	 ;Courant	 Hilbert	 
�<6
��/�+ � �

jrf �rgj 5 jrhj � �

4��%�#�%	 �#� #����%� ��)��"#����� ���� � ��  �����# � $��������
jrhj �� $���&���#� �6�

�!,#����#���1% ������% �&���%��#, � � �!��+�# �� *�%%1 �	

jrf �rgj 5 jrhj � �

� �� [#� �����"��# ��(���#�!,�#�� @����%1 �&���%��#� ��

!�0� %�������

}� $��������1& ����+�����) ��$������#����� �� ����	 �#B� $����.
&���# �� �&���%��#,/  ������#�� �� $����&���#� �� � ��%�% ��-�%
�!+��� �� #� �	 �#� $��!�����#�!,���#,  ��%������(�& :+�(>�) hk4x6
�&���#�� ( �+!/ � ��!��#� �

S
� �� �1#�(��#	 �#� jrhk4x6j � � �!�

x � �� ��)�#��#�!,��	 ����%�#��% $��%��	 (� �� � 2 �:��� ������.
�� � ����+�� � >��#��% � ����!� (�������# �

hk4x6 5 hk4�� �� �6 5
Pk4cos �6

�k@�
�

 �� Pk46 2 $�!���% *������� �#�$��� k	 � �� � � � ��������/# �:���.
���(�� (�������#1 � R n �� @� ��
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S
� jhkj � �	 &�#� jrhkj �����.

�#��#� 7������	 ���+%��#��	 � #�%	 �#� %�����#�� :+�(>�) fhkg ��
��!��#�� �����%���� � ��������1% � �� 4��$�%��%	 �#� =#� ��!��#,
�(!/���# ���#, �������� � "���	 �!��(+/ ( �:��� �6�

K� ��%�% ��!� �1������� ��
���� ������� ����$������# ����&���.
%+/ �����%���+/ � ����������#,	 � �����# � �&���%��#,  ������#��
#�(�� � �� $����&���#� �	 =#� %���� $�(���#, � ��$�!,�������% �!�.
�+-� � ��$�%� �#�!,�� � +#��������� 4�%� ;Courant	 Hilbert	 
�8 IV	
x�	 subsection �<6I

����� 4� +
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'��	� �������� �	������	� ��������	� ���
*����� fh�g ��	�
���� 	�����������  ��!�� � �������� ��
����
G � &������� �����
���� G� ��
���� G# ��*� ������� ������
��
������
����� fhmg# �������� �������'�� � �������� 	��������
����  ��!�� ��'�� � G��

3���%�#��% G 5 ��	 $�!���% fhiji � Ig ����1% %�����#�+ ���&
:+�(>�) h 5 f � g $�� 
� � � �� 7� ��
���' ������� =#� ��%�).
�#�� �����%���� � ��������� @�$��,	 ��!� ��(�#���� $��%�����#��
fhj jj � Jg 	 fhiji � Ig �� +���!�#�����# #��������/ rhj4x6 � �
�!� x � � $�� 
� � � � 4�(���%	 jrhj4x�6j � const � � �!� ���& j � J 6	
#� *�%%� � +#�������#	 �#� ��(�#���� $��$��!�����#�!,���#, fhmg
$��!�����#�!,���#� fhj jj � J g �����%���� �&���#�� ( h� � ��%(�+#�)
�(���#���#� G� � �I � 	 G� 	 G� [#� $����!,��� :+�(>�� h�	 #�% ��.
%1%	 ���!�#���� � G�	 � ��+ �) �#����1	 ��� ��!��� �1#, ����� �+!/
� G�

T
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� G� � +���!�#����#, rh�4x6 � � $�� x � �� 7��#�������� � �1����%
$��%�����#�� fhj jj � Jg � �#�!� �1#, ��� :+�(>�� fhiji � Ig ��!��1
+���!�#����#, rhi4x6� � �!� x � �	 (� �� 
� � � ��

!�1� ��������� 
������� �� ��
������� �2���

7��!� ��(���#�!,�#�� �&���%��#� ��!�#�!,�1% ��#��#�� $�!+��#,
(�(��.!��� ���1� 45 �� ��$�!,�+/-�� (���#��# �� *�%%1 �6 �>��(� �
�#����#�!,�1& �����>�& �� ����!/#�+/ ��!����+ $�!� sup?jrf � rgj
�!� 4�#�  ������ $��-�6 �� � � ���%+I
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vuutZZ
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0���, %1 $�!� ��%	 �#� 
 � � �1�����1 � ��!�& %�(��%�!,��) �!��1
L ��(#��� %� ��#�� � $�!� L � ���#�#���� %�!1� �!� #�(�& 4�!��.
(�& $� $����(+ ��!����1 ( ���!,�1% �"��(�% ��%������ %��+!� $�!�6
�� +%��#�� 
 � � �� ���� � ���������� ���#,  ��:�(� :+�(>�� R4
� �6�
E���"� �����	 $�� (�(�& ��������& �� +%��#�� %�(��%�!,�1) �!�� �
�(��(�& � 4��6 �#��# $���1%�

���� �� /����� R*�� �+

}� ���� � �����	 �#� ��% %��,"� 
	 #�% %��!����� �&���%��#, :+�(.
>�� R4
� �6 ( �	 (� �� � � � 4&�#� � �1�����% %��"#���  ��:�(� =#�#
=::�(# �1����� ����!,�� �!���6�

K�$��#��	 �� 4��6 ��������	 �#� �!� ��!,"�& 
 :+�(>�� R4
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�%��# ��!����+
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� @�(�% ������%	 ��!,"�� ������1 �� ��$�!,����.
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�%��# �!�"(�% %��!����� +�1������

����(� �� $��(#�(� ��:��%�>�� � ��&������� %� ��#�� � =(��.
#��� �����(��# ���.#�(� �� �&������ ���%�!,��) ( $����&���#� �
(�%$����#1 $�!� B 2 � ��"�% ���$�������� �%��#�� ���(�!,(� ��!,"�



������
��� ��� ������������ ��������� 	�
� ���
� �


��:��%�>��	 ����!� � ��!���� �����>�� B� K�$��%��	 $�!���%	 %1
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���	 #�% ��%1%	 �(��1��/#�� � =#� ����1� ��%�����) 2 � $���$�!�.
��%	 �#� #�����#, ��%�����) ��!����1 Bn $�$�����%+ ����� ���� �
=#�% �!+��� ��������#�� 4
6 �!��+�# ��%���#, ��  ������ ��!�� $��.
 ����� �!� $��(#����(�& �+�� ��������#�� 4�'6� ��.$���1&	 �#��!,��
�#��-�) 4�$����6 $�� ���(�% max �!�� 
 � 4
6 ��%���% �� ���	 ���$�!,.
�����"��, ��$�!��#�!,��) ��:��%�>��) �� ��%������& Bn � #�����#,/
��� � $�!���� 0�%�#�%	 �#� $�� =#�% ��(�(�& #��������) ( #�����#�
��%�����) ��#�!,�1& (�%$����# �� �1��� ��#��� [#�# :�(#	 $�����.
%�%+	 � !� � �����+ =%$������(� � ���!/�����	 ���!���� � � �#�#,�
;Holme	 Bloxham	 
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3��+!,#�#�% �+��# �+-��#������ +��!������ �(����#� �&���%��#� (
�+!/ ����&���%�) ��% �>��(� ����&+ 4� +��!������% #�����#� � :�(��.
�������) $�!��� UE6� [#� $�������# ���+!,#�#1 ;Lowes	 
���< ��$�!,.
������� ��$�!��#�!,�1& ( %��+!,�1% ��(#���1& ����1& 4�%�	 #�(��	
;Barraclough	 Nevitt	 
��<6� 7��%���#�!,�1% $�� =#�% ��!��#�� #�#
:�(#	 �#� ��(�(�& $���$�!�����) � &���(#��� ��!���� 
 � � $� �#��.
"���/ ( +���������% 4��!� $���$�!� �#, �& ������-�%� �# �!+��)�1&
�!� ���!+��)�1& $���%�#���6 �� �1!� ���!����
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�

4���*���

��( +�� �#%���!��, �� ��������	 $��(#����(�) ��#���� $����#�.
�!��# %�#�� $��#������ %���!� %� ��#�� � $�!�	 ��&��� �� ����1&
$� ��#��������#�� ��( $�(����� � �#�#,� ;UltrBe et al�	 
���<	 �����.
��� � ��������� �� $�!������ %� ��#�� � =(��#��� 4#��� $���!������
(����#����� ��1&	 ����!� ����1� $� ��#��������#�	 ��$�!��#�!,�1&
����1&6 +%��,"��# �"��(+ � $��#������ %���!� �� $�����(	 ������ ��
�� $��(#����(� ���%���� � 4�%�� � ���+ $!�#���#, $�(�1#��	 �$��#��.
�1� �"��(� � ��%������& � #�$�6 $����!� #�����#�� � ���#��-�� ���%�
��!������� � ;UltrBe et al�	 
���< �&�%� ������#(� +�� ��$�!,�+�#�� $��
���#��!���� %� ��#�1& (��# $� ����1% ��#��������#�	 $�!+����1% $�
���!/�����% �� �$+#��(���

7������% (��#(�� �$������ #��#� �� ����#1 ;UltrBe et al�	 
���<� 3��.
�%�#����!��, �������� ����	 �������1� �$+#��(�% MAGSAT� ���
�1!� $�����������1 � ����1� $� ��#��������#�% � ���#��#�#�+/-�&
#��(�&	 � #�(�� � ����1� � $��%����% $�!������ %� ��#�� � =(��#���
4�1��!����% #�& ��!��#�)	  �� ���#�(�!,��� (�%$����#� �� $�����&�.
��!� ��(�#���) :�(���������) %�!�) ��!����16�

0�#�%	 ( =#�% ��$�!�1% ����1% �1!� $��%����1 ��� ������ �! �.
��#%� ����#����!���� (�=::�>���#�� ���!������ $� �:������(�%  ��.
%���(�%I �#�����#�1) �! ���#%	 ��/-�)	 ����-�  �����	 ��!,"+/
�"��(+ � $��=(��#����!,��) ����	 � +#������1) �! ���#%	 ��$�!,�+/.
-�) � ��������� �� ��!����+ ���#�(�!,��) (�%$����#1 ����#����!�.
���%� � $�!� � $��=(��#����!,��) �����

��( +�� ���+���!��, �1"�	 +�!���� �� $�!������ %� ��#�� � =(��.
#��� +%��#�� :��%+!�����#, �%���� � #��%���& ��!����1 ���#�(�!,.
��) (�%$����#1 ����#����!����%� � $�!��

��� � �1!� ����)�#������ ���� #���( ���!/�����	 #��� ���#��#�#�+.
/-�� ����#����!���� �%�!� �%1�! ��  ��%���( �� �!�"(�% �1��(� �
$����(�	 � #��#� =#�# $�����( �1! �1���� ����1% 
��

� ���+!,#�#� $���� � $��&��� 4#��� ��� +��#� ��:��%�>�� � $�!���.
��� %� ��#�� � =(��#���6 ��-�� ������� 4#��� $����#� ���������� $�
���% #��(�%6 �"��(� ���#���!� 
''nT 	 $�� #�%	 �#� � $��=(��#����!,.
��) ���� ���!/��!��, #��(� 	 � (�#��1& �"��(� ���#�(�!,��) (�%$�.
���#1 ��(#��� %� ��#�� � $�!� ���#��!�!� ��1"� ���nT 	 �#�	 (������	
������1��)�� %�� � ���� �!� #�(� �	 ���,%�  �+�� �	 $�(�1#�� ����
#��(�%� $����&���#� ���!/������

7�� �#���% $��&��� 4#��� � +��#�% ��:��%�>�� � $�!������ %� .
��#�� � =(��#���6 ��-�� ������� 4#��� $����#� ���������� $� ���%
#��(�%6 �"��(� ���#���!� �
nT 	 $�� #�%	 �#� %�(��%�!,��� �"��(� ��
$���1"�!� '�nT �
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[#� ���#�#����  �+��� #��#�������� 4���� #���( �� ����$������#
&���"� � �����"����6 %���� +#����#, �!� ��!,"� � ���!� ��&���1&
����1& � $�!+��#, ����� ���#��"���� ������& � %�(��%�!,�1& �"���(
2 � ��� �+��# �-� ��!,��� $�����(���#, ��!, ��$�!��#�!,�1& ����1& �
$�!������ %� ��#�� � =(��#���� � $����!�	 ��#��#�����	 �#���) �$����
�#�����#�� �����"���� #���1%�

.� ��$$)!���&���� *�&#
*� �!*,!�&���#+ �! *���,-��$)�
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� =#�% �����!� ������1% ��D�(#�% ���!�������� �+��# %�����#��
P �� $����&���#� �	 � #��(�& (�#��� � ��(#�� 	����������	� ��
�
4#��� $�!� 2  ������#  ��%������(� � � �� $�#��>��!�I #��%�� ���# ��
�#�#,� ;Backus	 
��<6 !��� ����� �+!/	 !��� $��$����(+!���� $����&.
���#�� 7� �����������% ��-� � $�!������ #�$����� #�(�� %�����#��
���#��# �� (������ � ���!� #���(	 �� %1 �+��% ����%�#����#, ��� �
#��%���& (�%$����# �������#�� ��(#����� $�!� �$����!��# �� � n P
$�!� ��$���!���)	 $����% �� ���� �� ��$���!���) �� $��$����(+!����
$����&���#� ��

�������) ���+!,#�# =#� � �����!� 4�%� ���� @����%+ '6  !���#	 �#�	
��!� �� $����&���#� � �%�/#�� �� ��!�� n (�%$����# �������#� %����.
�#�� P 	 #� %���# �+-��#����#, �� ��!��	 ��% 4n � 
6.%����� !���)���
$���#����#��  ��%������(�& ��(#���1& $�!�)	 $������/-�& ������
$�!� ��$���!���)�

� $���!�%�% ����#����!���� %� ��#�� � $�!� B $� $�!��%� ��#.
�1% ����1% ��� =#� �%��# �!��+/-�� �#��"����I ���+%�� ���#�#, 4�%�
;Hulot	 Khokhlov	 Le MouTel	 
���8 Appendix B<6	 �#� � %���!�& $�!�	
$��#�����1& $� $�!��%� ��#�1% ����1%	 %�����#�� P ���#��# ��� �
�� ��+& #���( 2 %� ��#�1& $�!/��� 4������� � � /��� �6� C-� ���
��$�%��%	 �#� #�$���1%� ��%������%� � $�!��%� ��#��%� ��!�/#��
��%������ #�!,(� ��$���!���) $�!� B ��� � � ��#��������#�� @�(�%
������%	 �!���#���% @����%1 ' $�!+��% #����%+ �����#������#� ���.
�#����!���� %� ��#�� � $�!� 4�����#������#� � #�����#,/ �� $��#�.
���� � ��%����#�!�6 $� ����1% � � ��$���!���)� K�!���� �!� �#�+#.
�#��� � ����1& ��%�����) �����#�>�� %� ��#�� � $�!� �#����#�!,��
$�!� ��$���!���) �� � 4� %�����#��% P 	 ���#��-�% �� ��+& #���(6 �!�.
��# #�!,(� �� &���(#�� �#��#� 2 ��!��#�� !� $��#����1) ��%����#�!,
�����#�!,�� $�!���#�!,�1% �!� ��#�
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�!� ����� � $�!� ��$���!���) bB	 �#����/-� �  ��%������(�%+ ��(.
#����%+ $�!/B	 %1 ������% bB���-����  ��%������(�) ���� $�#��.
>��! 4���%����	 �������-�) � ���!������ $� �:������(�%  ��%���(�%
%���$�!�6 #�(�)	 �#� ��$���!���� ��(#���� � $�!� rf ���$���/# �bB� �������1% ������%	 bB.��"���� �����+/# !���)��� $���#����#���
K�"� �!���)"�� >�!, 2 �>���#, ����&+ ���%�����#, !���)�� � $��.
�#����#�� bB.��"���) � #��%���& ���!� (�%$����# !���)��) �������#�
n %�����#�� P �

����� 7� �'��� bB���-��� f �������� �������� &����� �

'��� �������� Pi ��*����� P �

+���&���
������ ��)�#��#�!,��	 � !/��) #��(� pi � Pi $���(>��
rT f4pi6 ��(#��� rf4pi6 �� (���#�!,�+/ ( � $!��(��#, ����� �+!/� 7�.
�(�!,(+ ��� #��(� pi	 p

�
i	 !���-�� � ����) (�%$����#� !���)��) ����.

���#� Pi	 %���� �������#, !���-�) � =#�) �� (�%$����#� (����) �4t6
� �4�6 5 pi	 �4
6 5 p�i	 #� �������� $�#��>��!� ��/�+ �� =#�) (����)
$��#������

7� *�%%� 
 � (�%%��#���/ ( ��) � �����!� � 4� #�(�� � ��!+ *�%%1
�6 %�(��%�!,��� � %���%�!,��� �������� !/�� � bB.��"���� $�����!�.
��# %�����#�+ P � �#�/�� �������1% ������% �1#�(��#

����� 8� �'��� bB���-���# ����� �
' � ��*����� P 	 �#
��*������� ���� �
' ��'�� � ��

7��(�!,(+ ������#, bB.��"���) ��#, ����� bB.��"����	 �%��# %��#�
����� 9� +�� bB���-���# �������'��� �� ���� ������ ��*�����

P 	 �# �������'� ��'�� � ��
����� :� .�
� ��������'� n 
���� �&�������� bB���-���

f�� f�� � � � � fn�

�� �����!�# ������
��� �& ����
 ai�j 5 fi4pj6# pj � Pj # ���������
+���&���
������ 7���$�!���% $��#����� 2 %�#��>� �1��������

@� �� �#�!�>1 4� #�(�� �#��(�6 %�#��>1 !���)�� ������%1� 7��!�����
�������#	 �#� ��)�+#�� n �� ����1& �������%���� �+!/ ����! ��� � � � � �n
#�(�&	 �#�

nX
jA�

�jfj4pi6 5 ��

@�(�% ������%	 bB.��"����
Pn

jA� �jfj � ��!+ *�%%1 � ��/�+ � � � �
����� �+!/ 2 $��#�������� � $���$�!������% !���)��) ��������%��#�bB.��"���)�
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(������ 3� ��&������� ����������� bB���-���� )�������
���� bB���-���# ������'��� ����� ��
' �����
��� � � � n�
��������� ��*������ P # � ��
��# ��� n�����# �����������
���� bB���-���# � �����*���� � ��&
�*��� �����
�# � ��
��# ���
4n� 
6������

+���&���
������ 7���$�!���% $��#�����I �+-��#�+�# n � 
 !�.
��)�� ��������%1& bB.��"���) f�� f�� � � � � fn@�� �����+�% � $�%�-,/
$���1& n �� ��& %�#��>+ ai�j 5 fi4pj68 $� *�%%� � =#� %�#��>� ���1.
�������� �!�����#�!,��	 �+-��#�+�# ����� ��� ��� � � � � �n �� ���& ��.
�����%���� ����1& �+!/ ����! 4��"���) ���#��#�#�+/-� � !���)�� �
+��������6 #�(�&	 �#�

�i� i 5 
� � � � � n
nX

jA�

�jfj4pi6 5 fn@�4pi6�

@�(�% ������%	 ���  ��%������(�� :+�(>��
Pn

jA� �jfj � fn@� �%�/#
���$���/-�� �� %�����#�� P ��������	 �	 �!�����#�!,��	 =#� :+�(>��
���$���/# ��/�+ $� *�%%� ��

7���$�!���% #�$��,	 �#� �%��#�� n !���)�� ��������%1& bB.��"���)
f�� f�� � � � � fn	 �� �������-�& � ���!������ $� �:������(�%  ��%���(�%
%���$�!�� @� �� ���#�%� +�������) �� ��� ��� � � � � �n � #�) �� %�#��>�)
ai�j 5 fi4pj6 � ����	� ��
�*���
���� $���1%� ���#�%� �%��# ����.
�#������ ��"����� [#� �������# �+-��#������� !���)��) (�%����>��
$�#��>��!��

Pn
jA� �jfj 	 $����%�/-�) �#�� � $�!���#�!,�1� ��������

�� ���& #��(�& %�����#�� P 	 �	 $��(�!,(+ %�(��%+% � %���%+% $�����.
!���# P 	 �#�� � $�!���#�!,��) #�(�� � �� ���& #��(�& %�����#�� ��
K� =#� �����%����	 #�( (�( !���)��� (�%����>��

Pn
jA� �jfj �� �����.

��# %���$�!�� @�(�% ������%	 $���#����#�� ��"���) �!� %� ��#�1&
$�!�) �� ��!��	 ��% 4n� 
6.%�����

5�������� ��( ����� �� ��(���#�!,�#�	 ���+!,#�#1 =#� � �����!�
%���� ���(�!,(� ����-�#, �!�  ��%������(�& $�#��>��!�� � $���#���.
�#��& ���%�����#� ��!,"� #��&� 7� �����������% �$�>��!���>�� %�#�.
���!� ��(�+ %�#�%�#����(�& ��$�����  ��%� ��#��%� =#� ���+!,#�#1
� �#�#,/ �� �(!/���1�

4���*���

7�� $��#������ %���!� $�!��%� ��#�� � $�!� �� $��(#�(� (�=:.
:�>���#1 ���!������ $�!� $� �:������(�%  ��%���(�% �-+# %�#���%
���%��,"�& (�����#��	 $����% ���#��#�#�+/-�)  ������#�1) $���(
�%��# %��#� � �
����� �����!��I ��&���1� ����1� ��!�/#�� �� ��(.
#���1% $�!�%	 � $�!�% ��$���!���)� � ��-�% �!+��� %���%����+�%1)
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:+�(>����! %���# �%�#, ���(�!,(� %���%+%��� ��#����!���1) ����,
���+!,#�# $�(��1���#	 �#� � $��(#����(� ��#������) ��#+�>�� $�!��.
%� ��#��%� =#� � �� $����&���# �	 �!�����#�!,��	 ���#��#�#�+/-�) �!.
 ���#% 4��1��� 2  ������#�1) $���(6 �#���!,�� ���� ����# $�� ���,%�
��-�& $���$�!������& �� (�=::�>���#1�

/� �)!)�$)�"�$0�� +���&� *�&# �!*,!�&���1

+��� ���
��
�

� $����% $���!������ +��������� %� ��#�� � $�!� � %��"#��� $��.
��#1& � $�!��%� ��#��%� ���%���B1& ��#����!�� +�#����� (�( ��$�!,�
��� � ��.&  ���& ;Lee	 
���8 Wilson	 
���< �1!� +�#����!���	 �#� � �!�.
�+/-�� �!��1 ���!������ $� �:������(�%  ��%���(�% #�(�� %� +#
�1#, ����#����!��1	 ��$��%��	 � ��$�!,�������% ���1 $�!��%� ��#�1&
����1& 4$�(�1��/-�& $��!����� $�#, %�!!����� !�#6 �+!(������(�&
!��� ���%� #� �	 �� ��������� =#�& ����1& �(��1���#�� ���%���1%
��!�#, �1���1 �� #�!,(� �� +��������% ��(#��� $�!�	 �� � �>�����#,
���#��#�#�+/-�� ���$����� 4$���$�!� �� ���#��#�#�+/-�) �!+��)�1)
$��>��� ��%������ ��(#��� $�!� � �����) #��(� �#�>������1% � ��(�#�.
��% ���%���B�% %��"#���6� K���	 $�� %���!,/ $�!� � $�!��%� ��#��%�
�+��% $���%�#, %���!,	 �(!/��/-+/ �$������ ���$����� $�!��

7�!�%� ��#�1� ����1� ���#�#���� �����#� �������# $�!�+/ ��.
:��%�>�/ � ��(#��� $�!�	 ����, %1 �+��% ���#�#,	 �#� ����1� � $�!�
�������# #�!,(� �����#�������1� ��$���!����� ��( ��1���	 %���!�.
������� %� ��#�� � $�!� ���#��# � $���D��!���� (�=::�>���#�� ���.
!������ $� �:������(�%  ��%���(�% %� ��#�� � $�#��>��!�	 =#� (�.
=::�>���#1 � $�!��%� ��#��%� $�!� �/# �!+��)�1%� ��!�����%�	 #���
��$�!,�+�%1� %���!� ��(!/��/# ��!,��)"�� �����"���� $� ���%���
��+#�� ��(�#��� � ��#����!� ���%���  ��!� ����(� � %��"#���� [#�
�� !�"���� $����(#����� $���$�!������%	 �#� �#����-���� ( =#�%+
��#����!+ ����1� $����#��!�/# �������������' �������	 #��� ��.
�+!,#�# $��!�����#�!,�1& ��������%1& ��$1#���)� K�$�%��%	 �#�
����1%� � $�!��%� ��#��%� �!+��# �����
��� (� ��.#� �+-��#��.
���"� � %� ��#�� � $�!�8 =#� ��$���!���� $����#� (�������#, $���)
+ !�� f�(!������	 ��(!������g	 �#�#��#����(�) ���!�� =#�& 4����-�  �.
���� 2 (����!�������1&6 ��!���� ������ � ���#�#���� �!���1%� ��(�.
��%� ���$����!�����

@�(�% ������%	 � �$������ %���!� �&���# &���(#����#�(� ���$��.
��!���) �!� (�=::�>���#�� 2 �� c� ����"��) ���,	 %���!� �#���# ��.
(!/��#�!,�� �!� ���%�!,�� � 4 �+�����(� �6 ���$����!���� (�=::�>�.
��#��� ?��:������(�� ��-��#������#, $�(� �#� $����������#�� =#�)
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�#�#��#����(�) %���!� �!� $�!��%� ��#��%�� ����-�  �����	 =#� �� ��.
!�� ��% =����#����(�� $���$�!������ � �#������ %���!� � � � �!��+�#	
$� ���%�����#�	 $������#,� K� �� ����"��) ���, ��D�% � (����#�� $�.
!��%� ��#�1& ����1& �����#�#���1 �!� +�#����!���� �����%1& �#!�.
��) � ��(���& ���$����!����	 $�=#�%+ ��#������	 �1$�!���#�� !� $���.
$�!������ � ���$����!���� (�=::�>���#�� � �!� ���#�#����(�& ���.
�1&	 �����(�/-�& �� ���#� �1���!�#�!,�1& %���!�)  �����>�� %� .
��#�� � $�!� 0�%!�� C�!� $������#, $���$�!������ � �#�#��#����(�&
���)�#��& (�=::�>���#�� ���!������ $� �:������(�%  ��%���(�% �!�
��������� �
��������� �!�����	 #� %���� ���!�#, ��(!/����� 4���#.
��#�#�+/-�� ���!�������� $������!��, ��#���%	 ���#��#�#�+/-�� $+.
�!�(�>�� ��&���#�� � $���#�6	 �#� ���$����!���� (�=::�>���#�� ��%.
%�#�����	 :��%� ���$����!���� �� ������# �# $����(��� � ��%��� (�.
=::�>���#� 4� #�����#,/ �� !���)�1& ��%�� �� +%��#�6 � �����%� �#.
!����#�� �#  �+�����) (����) 4���$����!���� *�$!��� �$$��(��%��+�#
=#+ :��%+  ������ !+�"�6	 (�=::�>���#1 ���$����!���� %���� � &�.
��"�) #�����#,/ $�!� �#, ��������%1%� �!+��)�1%� ��!�����%�� @�.
(�% ������%	 ��� ����1 �� ����� ����
� ��
����	���&�� ��!�/#��
$��������%���1%�	 �#� �� �#%����# ��$���� �� =::�(#���1& #��#�&
�!� $�����(� (��(��#�1& %���!�)�

}�!������ � =#�% �����!� �$����#�� ��  �$�#��+ %�� �%���� �  �+�.
����(� � ���$����!���� (�=::�>���#��� }�&���� #�(�� $�!��%���!�
��������!� !�", �� +����� %�#�%�#����(�& �������) (�=::�>���.
#��	 � $��!����� ���%� ;Quidelleur et al�	 
��'< �����(!� ��!���� +��.
#1��#, #�(�� � ���$����� ;Constable	 Parker	 
���8 Quidelleur	 Cour.
tillot	 
��<� A��1� :��%+!1	 ����1��/-�� $���%�#�1 (�=::�>���#��
� ���$����!���� ��$���!���) ���#��#�#�+/-� � �!+��)�� � ��(#���� �
$�!�	 � �!+��� %�� �%���� �  �+�����(� � ���$����!���� (�=::�>���.
#��	 $�������1 �!� �!+���	 (� �� (�=::�>���#1 ��������%18 =#� �&�%�
�#�#��#����(�) ������#(� #�����!,�� ����-��#�� �� �!+��) (����!�.
������1& (�=::�>���#�� � 2 � ��(�#��1%� � ����(�%� 2 �� �!+��)
�� �+�����(� � ���$����!����� 9�#��1 #�(� � � ��������� ��-���#�
�!��+/-��I

� �� $���#�% $��%��� $����%���#������#, ���/	

� ���#��#�#����#, �%�/-�%+�� �� �� ���� ���#����/ � $��#������
 �$�#���

� �#!���� �# ���$���#������1&	 ���,%� $+#��1& %�#���� �����!,.
��) ����#1 � ����1%� � �(!������ � � ����1%� � ��(!������	 � =#�)
�#�#,� ��$�!,�+�#�� $��%�) 4� ��!�� $�������1)6 �$����� C����#������
#�+����#,	 ��������� � =#�% $��&���%	 ��(!/���#�� � �1���!�#�!,��)
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�#����� ��!� 2 � (��>� �+��# �$����� �&�%� (�%$,/#����) $�� ��%%1
4���!��������) ��#���% � +�� ��$�!,�+�%�) ;Carlut	 
���<6 � ��(�#��1�
$��%��1 �� $��%���)�

+��� 6����������� �����
���# ��(���
�����
��(��#���� 
������

3���%�#��% �������+/ �:��+ � � R � >��#��% � ����!� (�������#
O� 7+�#, � R ����� �!+��)�1)  �+�����(�) ��(#�� �	 ���#��#�#�+/-��
$!�#���#, ���$����!���� � �:������(�& (�������#�& ��#, bf�4R� s6	  ��
s � �	 � R ���������# ����#����� �� ����!� (�������# O� ���#��!,���
$���(>�� �!+��)�� � ��(#��� � ���!, !+��) � >��#��% � O �� �������+/
�:��+ � �����# ���$����!���� � �� � � $!�#���#,/ ���$����!����

f�4s6 5

�Z
�

bf�4R� s6dR�
�(��1���#��	 � �!+���  �+�����(� � �!+��)�� � ��(#��� � :+�(>��

$!�#���#� ���$����!���� f�4�� �6 � �:������(�& (�������#�& %���#
�1#, �1������ ����� =!�%��#���1� :+�(>�� �  �+����+ :+�(>�/ �"�.
��(� K� =#�% �+��# �������� �1���!�#�!,��� �&�%� �!� ���!��������
�#�#��#�(� ���$����!���) ��$���!���)� 4� �!+��� �� ��+ �& ���$����.
!���) ��������%1& (�=::�>���#�� %���� ���$�!,����#,�� ���#��!,.
��) $����!,��) #����%�) � $�!+��#, $���!�����1) ��(�� ���$����!�.
��� $� ��$���!����% ���+!,#��+/-� � ��(#��� $�!� � (����) #��(��6

[#�# �!+��) ���$����!���� �� �:��� �� ����%�#��� � �#�����#��
>�#��+�%�) $� �����%+ (�+ + $���!�% (�� � ;Mardia	 
���<	 �+��% �!�
(��#(��#� ���1��#, � � ��������
���� ���� ND 4��(��-���� �# Nor.
mal Directional6� �����%�� ( ���1% �1���!����% � ����%�#��% ��(!�.
���+ ���#�%+ (�������# fx�� x�� xg � #�% �� ��%1% ����!�% O�

� ��-�% �!+��� #��&%�����  �+�����(�� ���$����!���� � �$����!�.
�#�� ����#,/ ��-��#����1%� $���%�#��%�I #��&%���1) ��(#�� >��#��
4$���� � %�%��#�6 4m�� m�� m6 � ��%%�#�����(�� � � � ���1��������
%�#��>� � 5 ;�i�j< �#��1& %�%��#��� ��������% ����� 7 5 ;�i�j< ����#.
�+/ 4#�(�� ��%%�#�����(+/6 %�#��>+ �� � ��(!����1& (�������#�&
#� �� :+�(>�� $!�#���#� ���$����!���� � $����%��# ���I

f�4x�� x�� x6 5

s
det7

4��6
exp

���


�

X
i�jA�

�ij4xi �mi64xj �mj6

�� �
[#+ :��%+!+ %���� �-� ��%�� � +$���#�#,	 ��!� �1���#, x.��,

(�������# $� ��$���!���/ ��(#��� >��#�� 4m�� m�� m6� [#� ���#��#.
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�#�+�# ��(�#���%+ #��&%����%+ ���-���/ ��&����) ���#�%1 (�����.
��#	 $�=#�%+ ��#�+��� �1���!�#, ��%����"+/�� %�#��>+ %�%��#�� 4��
�+��% ��%���#, ����������� �!� ���6 � ���1) ��(#�� >��#�� 4�� ��M6�

�1����% #�$��, �:������(+/ ���#�%+ (�������# #�(+/	 �#� �%�/#
%��#� �#�����#�1� :��%+!1 $�������������I

x 5 R sin � cos�� y 5 R sin � sin �� z 5 R cos ��

7���#��!��	 $�!+��% �1������� �!� :+�(>�� $!�#���#� ���$����!����
#�$� NDI

f�4�� �6 5

s
det7

4��6

@�Z
�

e�
�

�
�AR�@BR@C�R�dR� 4��6

 ��

A 5 ��� sin
� � cos��� ��� sin

� � sin ��� �� sin �� cos��

� ��� sin
� � sin����� sin �� sin��� cos

� ��

B 5 M 
 4��6 

	
�� sin � cos���� sin � sin��� cos �



� 4�6

C 5 M� 
 ��

�$����!���1) ��#� ��! � 4��6 %���� �1���!�#, ����I
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�

�
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�(����#�!,�� $�!+��% :��%+!+ �!� $!�#���#� ���$����!����I

f�4�� �6 5
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4��6

 e
�C

�

�A�



�����
r
�

�


4'A� B�6

h

� Erf4 B

�
p
�A

6
i
e
B�

�A

�
p
A

� B

����� �

4��6

��1��1� � #�(�& �!+���& ���)�#�� 2 ���!� %���!,�1& ��$���!���)	
%�%��# ����>��	 ��%%�#��� 2 ������# �+-��#����1% ������% �# M �
�ij � �� ��M �#����#�!,�� ��!�(� $� ��������/ � =!�%��#�%� %�#��>1
�ij 2 ��$��%��	 M � R� � 
 � �ij 2 #� �� ���  ��:�(� $!�#���#�
���$����!���� #�$� ND %���� $����#���#, ���� � $�%�-,/ ���� �I
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���� 	� 0������ � 1 const �	%
���!�	�� R 1 R� 2 f�*�� �+
��� ����� �	���!�	�� ���

R � R�

+�!� "
�	� � ��
�������� �� 89� �: �������������

���!�� �#�#��#����(�&  �$�#��	 ��$�!,�+/-�) �!+��)�1� �1���(�
���$����!���) #�$� ND 4��6	 #�(�� #���+�# ��(�#��1& $�������)	 $�.
�(�!,(+ �1���(� � =#�% �!+��� ���#��# �� �� ����!	 � �� #���( ���.
�����) �:��1 4(�#��+/ � $����#� �#�����#�!�#, � %�����#��% ���&
��$���!���)6�

7���!� ��%�� ����, �������� �!+��)�1& �1����( �!� ���$����!���)
�� �:��� ( �#�����#��%+ �!+��/ ���!��1& �1����( �$����#�� �� $�.
��#��  �
����!�� �� %�����#�� 4� �����% �!+��� 2 �� %�����#��
�6� �!� (��(��#��) :�(���������) :+�(>�� $!�#���#� ���$����!�.
��� f�4s6 ����%�#��% 4��$��� � � $��#������ �������� ����6 ����$�.
��%�#�����(�� ��%�)�#�� fUtg	 t � ;�� 
< 4���1���%�� #�(��  �
����� 6
$��%�����#� Ut � � #�(�&	 �#�

P f� � Utg 5 t�

U� 5 �� U� 5 �� 4��6

x  y �� Ux � Uy �

�$����!�% #�$��, ���+/ ���!��+/ �!+��)�+/ ��!����+ � $� �!��+.
/-�%+ $����!+I ��!� � � Ux � $�� =#�% �!� ���& y  x ��$���!���� �
!���# � ��$�!����� ( %�����#�+ Uy 	 #� �� $�!���% � 5 x� 7� $��#��.
���/ �!+��)��� ��!����� � �����%���� ���$����!��� �� �#���(� ;�� 
<�

�������� ����	 ��������� � =#�) (���#�+(>��)	 #�(���I $�����.
(�% #� �	 �#� �!+��)��� �1���(� �!� � �#(!����#�� �# #����#���.
�(� $����(������ � ���$����!���� #�$� ND	 ��!��#�� �#(!������ ���#.
��#�#�+/-�) �1���(� �!+��)��) ��!����1 � �# �����%���� � �� ;�� 
<
���$����!����� 7�����(� $��!���� � ���)�#�� �� $����#��!��# #�+��I
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���#��#�#�+/-�� �#�#��#����(�� %�#��1 &���"� �#����#��1 2 ��.
����% $����� ��� � (��#���) ��!%� �����2�%������ � �#�����#�1)
(��#���) ���

��#��#�� ��$��� � �1���� N$����!,�� � :�!,#��N �� �	 $��(�!,(+
�����"���� ����	 �#� :�!,#��� %�� �� 7����#��!��#�� ��#��#����1%	
�#� (���#�+(>�� N$����!,�� � :�!,#��N �� ��!��� �$���#,�� �� (�(��.
#� �� �1#�(�/-�� �� ���)�#� ND.���$����!���) �$�>��!,�1� +�!����	
#��� �� ��!��� +��!�����#, ��:��%�>�/ � ���$����!����� 0���, �+��#
���$���������� 4��#+�#���� �����6 (���#�+(>�� #�(� � :�!,#��	 $���.
�%�#�������� �� (�� � $� #����� ��:��%�>�� ;Kullback	 
��8  !��<�
��� �����1���#�� ��(!/��#�!,�� ��  ��%�#�����(�& ���)�#��& !���)
+����� :+�(>�� $!�#���#��

A���	 (����� %�����#�� Ut ���#��# �� #�& #���( s � �	 �!� (�#��1&

f�4s6 � C4t6� 4��6

��)�#��#�!,��	 �!� (���� � t � 4�� 
6 �+-��#�+�# � �����#������ ���.
����� C4t6 #�(��	 �#� �����#���#, P fs j f�4s6 � C4t6g ����� t�

4����� � �!+��� ��+%���� �  �+�����(� � ���$����!���� � $!��.
(�� (�����

f�4x�� x�6 5 const

4� ��������/-�� ���#��#�#�+/-�� %�����#�� Ut6 ���#� ���1���#��
N=!!�$��% ���������N� ��� #�(�� (���1� ��!�/#�� =!!�$�����%� � ��.
-�%� ��$���!����%�  !���1& ���)	 � ����1% >��#��%�

4����� � �!+��� ���$����!���� � #�$� ND ���#��#�#�+/-�� (��.
�1� !���# �� �:���	 �� ��!���, $�� =#�%	 ����-�  �����	 �� $!��(�%�	
�� (�(.!��� >��#�������1%� 2 =#� �$�!�� �������� ��  ��:�(� �& $��.
�(>�) �� =(��#����!,�+/ $!��(��#, x 5 � 4���� 6� 4��+ �� $���(>��
���!���) 4$���(>�� *�%���#�6 $����#��!��� ���� �� ���� �.��6

���� 
� &�	��'�� ����
! f�*�� �+ 1 Ci
�� �		��������� ��	�	�� x� 1 3
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+�)� ����� ������������� ������
���
������������� ������

��( $����!�	 ���� $�!��%� ��#�1& ����1& ���#��# ��  �+$$ ��%�.
����) ��$���!���)	 (�����  �+$$� �#����#�� ( ���#��#�#�+/-�%+ ��).
��+ ��%��) $����&���#�� 3��%��1 (���� � ��)��� $���������%� %�!1	
#�( �#� ���#�/#	 �#� ���  �+$$� ��%�����) �#����#�� ( ����) #��(� �
�����) "���#�) � ��! �#�)� ��1���� $���$�!������ ���#��# #�(�� ��
����%��) ��������%��#� ��%�����) ����#����#�!,�� #� �	 (�(�%  �+$.
$�% ��� $�����!���#�

� ���#��-�� ���%� ��-�+$�#����#�!,��) $���#����#�����.���%��.
�B�) %���!,/ $�#��>��!� V %� ��#�� � $�!� � $�!��%� ��#��%� ���#�.
�#�� 4�%� ;Constable	 Parker	 
���<6 #�( ���1���%1) ?� ��#�(�)  �+����.
�(�)  ��>��� GGP 4+�#���"���� ��(��-���� �# Giant Gaussian Process68
$�$���#+  �����	 =#� �+%%� �:������(�&  ��%���(	 +%������1& �� ��.
������%1�  �+�����(�� �!+��)�1� ��!����1 2 �!+��)�1�  �+�����(��
(�=::�>���#1 gml � hml

V 4�����6 5 a

�X
lA�

lX
mA�

	 a
�

l@�

4gml cosm�� hml sinm�6Pm
l 4cos�6� 4�
6

 �� 2 f�����g ���#�%� �:������(�& (�������# 4� !���)�� ������� �
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