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�¡º¥¤¨­¥­­»© ¨­±²¨²³² ´¨§¨ª¨ �¥¬«¨ �®±±¨©±ª®©  ª ¤¥¬¨¨ ­ ³ª, �®±ª¢ 

�¥®«®£¨¿ £®°­»µ ¯®°®¤ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ­¥«¨­¥©­®© ­ ±«¥¤±²¢¥­­®© (¨¬¥¾¹¥© ¯ -

¬¿²¼) ¬®¤¥«¼¾. �°¨ ² ª®© °¥®«®£¨¨ «¨²®±´¥°  ®¡« ¤ ¥² ª®«¥¡ ²¥«¼­®© ­¥³±²®©-

·¨¢®±²¼¾. � ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª®­²¨­¥­² «¼­»© ª° ²®­, ° ±¯®«®¦¥­­»© ¬¥¦¤³ ®°®-

£¥­­»¬¨ ¯®¿± ¬¨. � · «¼­»¥ ¢®§¬³¹¥­¨¿ °¥«¼¥´  §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨, ¢»§¢ ­­»¥

­ ¤¢¨£ ¬¨ ¢ ®°®£¥­­»µ ¯®¿± µ, ¢®§¡³¦¤ ¾²  ¬¯«¨²³¤­®-¬®¤³«¨°®¢ ­­»¥ ²¥°¬®ª®­-

¢¥ª²¨¢­»¥ ¢®«­» (¢®«­®¢»¥ ¯ ª¥²») ¢ «¨²®±´¥°¥. � ª¥²» ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­

° ±¯°®±²° ­¿¾²±¿ ®² £° ­¨¶ ª° ²®­  ª ¥£® ¶¥­²°³ ¨ ®¡° §³¾² ¯®¤ ¶¥­²° «¼­®©

®¡« ±²¼¾ ª° ²®­  §®­³ ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ª®«¥¡ ­¨© (±²®¿·¨µ ¢®«­) ¢ «¨²®±´¥°¥.

� ¤ §®­®© ª®«¥¡ ­¨©, ª®²®° ¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±¨±²¥¬³ ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¿·¥¥ª ¢

«¨²®±´¥°¥ ± ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨ ¬¥­¿¾¹¨¬¨±¿ ­ ¯° ¢«¥­¨¿¬¨ ²¥·¥­¨©, ´®°¬¨°³¾²±¿ ®± -

¤®·­»¥ ¡ ±±¥©­». �°¨ °¥¸¥­¨¨ § ¤ ·¨ ® ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­ µ ³·¨²»¢ ¥²±¿

¨§¬¥­¥­¨¥ ± £«³¡¨­®© °¥®«®£¨·¥±ª®£® ¯ ° ¬¥²°  «¨²®±´¥°», ±¢¿§ ­­®¥ ± ±¨«¼­®© § -

¢¨±¨¬®±²¼¾ °¥®«®£¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ®² ²¥¬¯¥° ²³°»,   ¢¥°µ­¿¿ £° ­¨¶  «¨²®±´¥°»

(§¥¬­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼) ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª ¤¥´®°¬¨°³¥¬ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼, ­  ª®²®-

°®© ¯°®¨±µ®¤¿² ¯°®¶¥±±» ±¥¤¨¬¥­² ¶¨¨ ¨ ½°®§¨¨. �®¤¢¨¦­®±²¼ ¢¥°µ­¥© £° ­¨¶»

«¨²®±´¥°», ¢ ¢¥°µ­¨µ ±«®¿µ ª®²®°®© °¥®«®£¨·¥±ª¨© ¯ ° ¬¥²° ±¨«¼­® ¢®§° ±² ¥²,

§­ ·¨²¥«¼­® ¢»¸¥, ·¥¬ ¤«¿ °¥®«®£¨·¥±ª¨ ®¤­®°®¤­®© ¬®¤¥«¨ «¨²®±´¥°». �°³£ ¿

®±®¡¥­­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ °¥®«®£¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ¯® £«³¡¨­¥ { ±ª ·ª®®¡° §­®¥ ¢®§-

° ±² ­¨¥ °¥®«®£¨·¥±ª®£® ¯ ° ¬¥²°  ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ª®°» ª ¬ ­²¨¨ ­  £° ­¨¶¥ �®µ®

{ ¯°¨¢®¤¨² ª ¤¢³µ¿°³±­®¬³ ª®­¢¥ª²¨¢­®¬³ ¤¢¨¦¥­¨¾ ¢ «¨²®±´¥°¥.

THERMOCONVECTIVE WAVES IN RHEOLOGICALLY

HETEROGENEOUS CONTINENTAL LITHOSPHERE

B.I. BIRGER

United Institute of Physics of the Earth, Russian Academy of Sciences, Moscow

Rheology of rocks is described by the non-linear integral (having a memory) model. The

continental lithosphere with such a rheology is overstable. A continental craton situated

between orogenic belts is considered. Initial Earth surface relief perturbations, caused by

overthrusting in the orogenic belts, excite amplitude-modulated thermoconvective waves

(wave packets) in the lithosphere. The packets of thermoconvective waves propagate in-

wards the craton and form the oscillations (standing waves) zone in the lithosphere under

the central part of craton. Over the oscillations zone, which is a system of convective cells

with periodically changed directions of 
ows, sedimentary basins are formed. Solving the

problem of thermoconvective waves, the depth dependence of rheological parameter of the

lithosphere, caused by strong temperature dependence of rheology, is taken into consider-

ation, and the upper boundary of the lithosphere (the Earth' surface) is considered as a

surface deformation of which is accompanied by sedimentation and erosion. The mobility

of the upper surface of the lithosphere, where the rheological parameter decreases with

depth, is much higher than for the rheologically homogeneous model of the lithosphere.

Another peculiarity of depth distribution of rheological parameter in the lithosphere, jump-

like increase of the parameter on the Moho boundary between the crust and the mantle,

leads to a two-layered convective cell structure in the lithosphere.

c

 �.�.�¨°£¥°, 2004



�.�.�¨°£¥°. �¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»¥ ¢®«­» 45

�¢¥¤¥­¨¥

� ¯°¥¤»¤³¹¨µ ° ¡®² µ  ¢²®°  [1, 2] ¯®±²°®¥­  °¥®«®£¨·¥±ª ¿ ¬®-

¤¥«¼ «¨²®±´¥°» ¨ ¯®ª § ­®, ·²® ­¥³±²®©·¨¢®±²¼ «¨²®±´¥°» °¥ «¨§³-

¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­, ª®²®°»¥ ¯°¨¢®¤¿² ª ®¡° §®¢ ­¨¾

®± ¤®·­»µ ¡ ±±¥©­®¢ ­  ª®­²¨­¥­² «¼­»µ ª° ²®­ µ; ¢ [3] °¥¸¥­  § ¤ · 

® ¢®§¡³¦¤¥­¨¨ ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­ ­ · «¼­»¬¨ ¢®§¬³¹¥­¨¿¬¨ °¥-

«¼¥´  §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨. � ½²¨µ ° ¡®² µ ¢»¤¥«¿« ±¼ ³¯°³£ ¿ ¢¥°µ­¿¿

ª®° ,   ¤«¿ ¯®¤±²¨« ¾¹¥© «¨²®±´¥°» ¨±¯®«¼§®¢ « ±¼ °¥®«®£¨·¥±ª¨ ®¤-

­®°®¤­ ¿ ¬®¤¥«¼. � ° ¬ª µ ² ª®© ¬®¤¥«¨ ²°¥¡³¾²±¿ ­¥°¥ «¼­® ¡®«¼¸¨¥

­ · «¼­»¥ ¢®§¬³¹¥­¨¿ °¥«¼¥´  ¤«¿ ¢®§¡³¦¤¥­¨¿ ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ

¢®«­ ±  ¬¯«¨²³¤®©, ­¥®¡µ®¤¨¬®© ¤«¿ ®¡° §®¢ ­¨¿ ­ ¡«¾¤ ¥¬»µ ¡ ±±¥©-

­®¢. �·¥² ±ª ·ª  ¯«®²­®±²¨ ­  £° ­¨¶¥ �®µ® ¯°¨¢®¤¨² ­¥®¡µ®¤¨¬»¥ ­ -

· «¼­»¥ ¢®§¬³¹¥­¨¿ °¥«¼¥´  ª ° §³¬­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ ¯®°¿¤ª  ­¥±ª®«¼-

ª¨µ ª¨«®¬¥²°®¢. � ­ ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥ ° ±±¬®²°¥­  ±¨«¼­ ¿ °¥®«®£¨·¥-

±ª ¿ ­¥®¤­®°®¤­®±²¼ «¨²®±´¥°», ª®²®° ¿ ª ·¥±²¢¥­­® ¨§¬¥­¿¥² ¯®«³-

·¥­­»¥ ° ­¥¥ °¥§³«¼² ²». �°¨­¶¨¯¨ «¼­® ¢ ¦­»¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾-

¹¨¥ ®±®¡¥­­®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ °¥®«®£¨·¥±ª®£® ¯ ° ¬¥²°  «¨²®±´¥°»

¯® £«³¡¨­¥: ¢ ª®°¥ °¥®«®£¨·¥±ª¨© ¯ ° ¬¥²° ³¬¥­¼¸ ¥²±¿ ± £«³¡¨­®©,

¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ª®°» ª ¬ ­²¨¨ ­  £° ­¨¶¥ �®µ® §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²° 

±ª ·ª®®¡° §­® ¢®§° ±² ¥²,   ¢ ¬ ­²¨¨ ®¯¿²¼ ³¡»¢ ¥² ± £«³¡¨­®©.

�®±ª®«¼ª³ ®±­®¢®© ¯°¥¤±² ¢«¥­­®£® §¤¥±¼ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿ ±«³¦¨² °¥®-

«®£¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼, ª®²®° ¿ ¢¢¥¤¥­  ¢ [1], ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¤«¿ ³¤®¡-

±²¢  ·¨² ²¥«¿ ª° ²ª® ¨§«®¦¥­» ®±­®¢­»¥ ±¢®©±²¢  ½²®© ¬®¤¥«¨.
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·¥­¨¥ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¬®¤¥«¼¾ ±²¥¯¥­­®© ¦¨¤ª®±²¨ ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ¯¥°¨®¤

­ «®¦¥­­®£® ²¥·¥­¨¿ ¢¥«¨ª ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± £«³¡¨­®© ¯ ¬¿²¨, µ ° ª²¥-

°¨§³¾¹¥© ®±­®¢­®¥ ±² ¶¨®­ °­®¥ ²¥·¥­¨¥. �®®²­®¸¥­¨¥ (21) ¬®¦­®

¯®«³·¨²¼, ¯®¤±² ¢«¿¿ (18) ¢ °¥®«®£¨·¥±ª®¥ ±®®²­®¸¥­¨¥ (12), ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¥¥ ±²¥¯¥­­®© ¦¨¤ª®±²¨.
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�®£¤  ¯¥°¨®¤ ª®«¥¡ ­¨© ¬ « ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± £«³¡¨­®© ¯ ¬¿²¨, °¥®-

«®£¨¿ ­ «®¦¥­­®£® ²¥·¥­¨¿ ¨§®²°®¯­  ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ²®·­® ² ª®© ¦¥, ª ª

°¥®«®£¨¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® ²¥·¥­¨¿ ¢ ®²±³²±²¢¨¨ ®±­®¢­®£® ±² ¶¨®­ °-

­®£® ²¥·¥­¨¿, ·²® ±«¥¤³¥² ¨§ ±° ¢­¥­¨¿ °¥®«®£¨·¥±ª®£® ±®®²­®¸¥­¨¿

(20), (22) ± ±®®²­®¸¥­¨¥¬ (16), (17). �±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ±®®²­®¸¥­¨¥ (22)

¯®«³·¥­® ¢ ­³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯® ¬ «®¬³ ¯ ° ¬¥²°³ 1=!t

M

. �¥®«®-

£¨·¥±ª ¿  ­¨§®²°®¯¨¿ ­ «®¦¥­­®£® ²¥·¥­¨¿ ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¢ ¯¥°¢®¬ ¯°¨-

¡«¨¦¥­¨¨ ¯® ½²®¬³ ¯ ° ¬¥²°³. � ª ±«¥¤³¥² ¨§ (17) ¨ (19),

F (!)=�� = (i!t

M

)

m�1

(1�m)�(1�m)=m: (23)

�®®²­®¸¥­¨¥ (23) ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¯°¨ m = 1=3 ½´´¥ª²¨¢­ ¿ ¢¿§-

ª®±²¼ ­ «®¦¥­­®£® ²¥·¥­¨¿ §­ ·¨²¥«¼­® ­¨¦¥, ·¥¬ ½´´¥ª²¨¢­ ¿ ¢¿§-

ª®±²¼ ®±­®¢­®£® ²¥·¥­¨¿, ª®£¤  !t

M

� 1.

�·¨² ¿, ·²® _"

ij

(t � t

1

) = 0 ¯°¨ t

1

> t, ¯¥°¥¯¨¸¥¬ (3) ª ª

�

ij

= 2

t

Z

0

�(t

1

) _"

ij

(t� t

1

)dt

1

: (24)

� ª ¿ ´®°¬  ³¤®¡­  ¤«¿ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ � ¯« ± , ª®²®°®¥

¨ ¡»«® ¢¢¥¤¥­® ¤«¿ § ¤ · ± ­ · «¼­»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¨ ¤«¿ ´³­ª¶¨©, ° ¢-

­»µ ­³«¾ ¤® ­ · «¼­®£® ¬®¬¥­² .

� ¢¨±¨¬®±²¼ °¥®«®£¨¨ ®² £«³¡¨­»

� ¢¨±¨¬®±²¼ ¯ ° ¬¥²°  �­¤° ¤¥ ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ¨ ¤ ¢«¥­¨¿ ®¯°¥-

¤¥«¿¥²±¿ § ª®­®¬ �°°¥­¨³± 

A = A

1

exp[(E + pV )=RT ]; (25)

£¤¥ A

1

{ §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²°  �­¤° ¤¥ ¯°¨ ¡¥±ª®­¥·­® ¢»±®ª®© ²¥¬-

¯¥° ²³°¥, E ¨ V { ½­¥°£¨¿ ¨ ®¡º¥¬  ª²¨¢ ¶¨¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, R =

2ª « � ¬®«¼

�1

� K

�1

{ £ §®¢ ¿ ¯®±²®¿­­ ¿. � «¨²®±´¥°¥ ¤ ¢«¥­¨¥ ¤®-

±² ²®·­® ¬ «® ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯°¥­¥¡°¥·¼ ·«¥­®¬ pV ¢ (25). � « ¡®-

° ²®°­»µ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿µ ¢»±®ª®²¥¬¯¥° ²³°­®© ¯®«§³·¥±²¨ ¬ ­²¨©­»µ

¯¥°¨¤®²¨²®¢ [6] ­ ©¤¥­® §­ ·¥­¨¥ ¯®ª § ²¥«¿ m � 0:27, ¡«¨§ª®¥ ª 1/3, ¨

½­¥°£¨¿  ª²¨¢ ¶¨¨ E � 30 ªª « �¬®«¼

�1

. � ° ¡®²¥ [6] °¥§³«¼² ²» ¨±±«¥-

¤®¢ ­¨© ¯°¥¤±² ¢«¥­» ¢ ¢¨¤¥ ´³­ª¶¨¨ Q(!; T ) , ².¥. ¢ ¢¨¤¥ § ¢¨±¨¬®±²¨

¤®¡°®²­®±²¨, ®¯¨±»¢ ¾¹¥© § ²³µ ­¨¥ ±¥©±¬¨·¥±ª¨µ ¢®«­, ®² · ±²®²» ¨

²¥¬¯¥° ²³°». � °¥®«®£¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ �­¤° ¤¥ (m = 1=3) ¤®¡°®²­®±²¼

§ ¢¨±¨² ®² · ±²®²» ª ª

Q(!) = 2(A=�)!

1=3

; (26)
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£¤¥ � � 6 � 10

10

�  { §­ ·¥­¨¥ ³¯°³£®£® ¬®¤³«¿ ±¤¢¨£ . �±¯®«¼§³¿ (26) ¨

½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¥ °¥§³«¼² ²» ° ¡®²» [6], ­¥²°³¤­® ¯®«³·¨²¼ ®¶¥­ª³

A

1

� 10

7

�  ±

1=3

.

� ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ²¥¬¯¥° ²³°» ¯® £«³¡¨­¥ ª®­²¨­¥­² «¼­®© «¨²®±´¥°»

¬®¦­®  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ ª ª

T = 2573(1� 0:777z); 3=4 � z � 1; (27)

T = 1573(1� 0:423z); 0 � z � 3=4; (28)

£¤¥, ª ª ¨ ¢ (25), ²¥¬¯¥° ²³°  T ¨§¬¥°¿¥²±¿ ¢ £° ¤³± µ �¥«¼¢¨­ ,  

z { ¡¥§° §¬¥°­ ¿ ¢¥°²¨ª «¼­ ¿ ª®®°¤¨­ ²  (¬ ±¸² ¡ ¤«¨­» { 200 ª¬).

� · «® ª®®°¤¨­ ² ° ±¯®«®¦¥­® ­  ¯®¤®¸¢¥ «¨²®±´¥°», ².¥. ­  £° ­¨¶¥

«¨²®±´¥°  {  ±²¥­®±´¥° . �° ­¨¶  �®µ® ¬¥¦¤³ ¬ ­²¨©­®© ¨ ª®°®-

¢®© «¨²®±´¥°®© ¨¬¥¥² ª®®°¤¨­ ²³ z = 3=4. �®¢¥°µ­®±²¼ z = 1 ±®®²-

¢¥²±²¢³¥² £° ­¨¶¥ ¬¥¦¤³ ³¯°³£®© ¢¥°µ­¥© ¨ ­¥³¯°³£®© ­¨¦­¥© ª®°®©.

�¥¬¯¥° ²³°  ­  ½²®© £° ­¨¶¥ ®¶¥­¨¢ ¥²±¿ ª ª 573 K. � ° ¬ª µ ª³±®·­®-

«¨­¥©­®©  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ (27) ¨ (28) £° ¤¨¥­² ²¥¬¯¥° ²³°» ±®±² ¢«¿¥²

10 �/ª¬ ¢ ª®°¥ ¨ 3,3 �/ª¬ ¢ ¬ ­²¨©­®© «¨²®±´¥°¥. � ª®¥ ° §«¨-

·¨¥ ¢ £° ¤¨¥­² µ ²¥¬¯¥° ²³°» ±¢¿§ ­® ± ° ¤¨® ª²¨¢­»¬¨ ¨±²®·­¨ª ¬¨

²¥¯«  ¢ ª®°¥.

� ± ¬®¬ ¢¥°µ­¥¬ µ®«®¤­®¬ ±«®¥ «¨²®±´¥°» (³¯°³£ ¿ ª®° ) §­ ·¥­¨¿

¯ ° ¬¥²°  �­¤° ¤¥ ±² ­®¢¿²±¿ ®·¥­¼ ¡®«¼¸¨¬¨. �±«¨ ¡» ¬» ­¥ ³·¨²»-

¢ «¨ ³¯°³£®±²¼, ½²®² µ®«®¤­»© ±«®© ¢¥« ¡» ±¥¡¿ ª ª \²¢¥°¤ ¿ ª°»¸ª ",

¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¡»«  ¡» ­¥¢®§¬®¦­ . �¥´®°¬¨°³¥-

¬®±²¼ ½²®£® ²®­ª®£® ±«®¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥£® ³¯°³£®±²¼¾ [7], ¨ ¬» ¡³¤¥¬

° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¥£® ª ª ²®­ª³¾ ³¯°³£³¾ ¯« ±²¨­³, «¥¦ ¹³¾ ­  ¯®¢¥°µ-

­®±²¨ «¨²®±´¥°» z = 1.

�±¯®«¼§³¿ (25), (27), (28) ¨ ±·¨² ¿, ·²® ¢ ª®°¥ E = 20 ªª « � ¬®«¼

�1

(².¥. ¤«¿ £®°­»µ ¯®°®¤, ¨§ ª®²®°»µ ±®±²®¨² ª®° , µ ° ª²¥°­ ¿ ½­¥°-

£¨¿  ª²¨¢ ¶¨¨ ¢ 1.5 ° §  ­¨¦¥, ·¥¬ ¤«¿ ¬ ­²¨©­»µ ¯®°®¤ [8]), ­ µ®¤¨¬

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ A(z) ¢ ª®­²¨­¥­² «¼­®© «¨²®±´¥°¥

A = 10

7

exp[3:9=(1� 0:777z)]; 3=4 � z � 1; (29)

A = 10

7

exp[9:5=(1� 0:423z)]; 0 � z � 3=4: (30)

�®°¬³«» (29), (30) ¬®¦­®  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ ª ª

A = 10 exp(30z); 3=4 � z � 1; (31)

A = 1:310

11

exp(4z); 0 � z � 3=4: (32)

�§ (29), (30) ±«¥¤³¥², ·²® ¢ ª®°¥ � ¬¥­¿¥²±¿ ®² 10

11

¤® 3:6 � 10

14

�  ±

1=3

,

  ¢ ¬ ­²¨©­®© «¨²®±´¥°¥ ®² 1:3 � 10

11

¤® 10

13

�  ±

1=3

.
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� ª ¯®ª § ­® ¢ [1], ¯°¨ ° ±±¬®²°¥­¨¨ ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ª®«¥¡ ­¨©

± · ±²®²®© ! ¬®¦­® ¯°¥­¥¡°¥£ ²¼ ³¯°³£®±²¼¾, ¥±«¨

(A=�)

3

! � 1: (33)

�¥° ¢¥­±²¢® (33) ®§­ · ¥², ·²® ½´´¥ª²¨¢­»© ¬®¤³«¼ ±¤¢¨£  ¤«¿ ­¥-

³±² ­®¢¨¢¸¥©±¿ ¯®«§³·¥±²¨, ª®²®°³¾ ®¯¨±»¢ ¥² °¥®«®£¨¿ �­¤° ¤¥, §­ -

·¨²¥«¼­® ­¨¦¥, ·¥¬ ³¯°³£¨© ¬®¤³«¼ ±¤¢¨£ , ¨, ¯®±ª®«¼ª³ ¯®«§³·¨©

¨ ³¯°³£¨© ½«¥¬¥­²» ±®¥¤¨­¥­» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ³¯°³£®±²¼¾ ¬®¦­®

¯°¥­¥¡°¥·¼.

� ±«³· ¥, ª®£¤  m 6= 1=3, ¢ (33) ±«¥¤³¥² ¯¨± ²¼ (A=�)

1=m

. �¥¢ ¿

· ±²¼ ­¥° ¢¥­±²¢  (33) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ·¨±«® �¥¡®°», ª®²®°®¥ ®¯°¥-

¤¥«¿¥²±¿ ª ª ®²­®¸¥­¨¥ ¥±²¥±²¢¥­­®£® °¥®«®£¨·¥±ª®£® ¢°¥¬¥­¨ (A=�)

3

ª µ ° ª²¥°­®¬³ ¢°¥¬¥­¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ²¥·¥­¨¿ 1=!. � ° ¬¥²°

�­¤° ¤¥ ¬¥­¿¥²±¿ ± £«³¡¨­®©, ¨ ­¥° ¢¥­±²¢® (33) ®§­ · ¥², ·²® ³¯°³£®-

±²¼¾ ¬®¦­® ¯°¥­¥¡°¥·¼ ­  ¤ ­­®© £«³¡¨­¥ z, ¥±«¨ ¬ «® «®ª «¼­®¥ ·¨±«®

�¥¡®°»

De(z)� 1:

�¢®¤¿ ¡¥§° §¬¥°­»© °¥®«®£¨·¥±ª¨© ¯ ° ¬¥²°

a(z) = A(z)=A

0

;

£¤¥ A

0

{ §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²°  �­¤° ¤¥ ¯°¨ z = 0 (².¥. ­  £° ­¨¶¥ «¨²®-

±´¥°» ±  ±²¥­®±´¥°®©) ¯¥°¥¯¨¸¥¬ (33) ¢ ¢¨¤¥

a(z)�

�

A

0

!

1=3

: (34)

�®¤±² ¢«¿¿ ¢ (34) ¯ ° ¬¥²°» «¨²®±´¥°» ¨ · ±²®²³, ª®²®° ¿ ¡³¤¥² ­ ©-

¤¥­  ­¨¦¥, ¯®«³· ¥¬

a(z)� 6 � 10

4

: (35)

�±«®¢¨¥ (35) ¤«¿ ¯°¨­¿²®© ¢»¸¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ a(z) ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­ 

«¾¡®© £«³¡¨­¥ ¢ «¨²®±´¥°¥ (0 � z � 1), ¯®±ª®«¼ª³ ³¯°³£ ¿ ª®° , £¤¥

³±«®¢¨¥ (35) ­¥ ¢»¯®«­¥­®, ¢»¤¥«¥­  ¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª ²®­ª ¿

³¯°³£ ¿ ¯« ±²¨­ .

�±­®¢­»¥ ³° ¢­¥­¨¿

�®­²¨­¥­² «¼­ ¿ «¨²®±´¥°  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¢¥°µ­¨© µ®«®¤­»©

­¥¯®¤¢¨¦­»© ¯®£° ­±«®©, ª®²®°»© ®¡° §³¥²±¿ ¯°¨ ° §¢¨²®© ²¥¯«®¢®©

ª®­¢¥ª¶¨¨ ¯®¤ ª®­²¨­¥­²®¬. �¥°¥¯ ¤ ²¥¬¯¥° ²³°» ¢ ¯®£° ­±«®¥ {
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¯®°¿¤ª  1300 K,   ²®«¹¨­  ¯®£° ­±«®¿ ¯°¥¢»¸ ¥² 200 ª¬. �¨­¥ °¨-

§®¢ ­­»¥ ³° ¢­¥­¨¿ ª®­¢¥ª²¨¢­®© ­¥³±²®©·¨¢®±²¨ ¯®£° ­±«®¿ ¢»¯¨±»-

¢ ¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥

�

@p

@x

+

@�

xx

@x

+

@�

xz

@z

= 0;

�

@p

@z

+

@�

xz

@x

+

@�

zz

@z

+ Ra � � = 0;

(36)

@�

x

@x

+

@�

z

@z

= 0;

@�

@t

+

1

�T

dT

dz

�

z

�

�

@

2

@x

2

+

@

2

@z

2

�

� = 0;

£¤¥ x ¨ z { £®°¨§®­² «¼­ ¿ ¨ ¢¥°²¨ª «¼­ ¿ ª®®°¤¨­ ²», �

i

{ ±ª®°®±²¼, �

¨ p { ¢®§¬³¹¥­¨¿ ²¥¬¯¥° ²³°» ¨ ¤ ¢«¥­¨¿, T (z) { ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ° ¢­®-

¢¥±­®© ²¥¬¯¥° ²³°» ¯® £«³¡¨­¥. � ¤ ·  ® ­¥³±²®©·¨¢®±²¨ °¥¸ ¥²±¿ ¢

¤¢³¬¥°­®© ¯®±² ­®¢ª¥. � ²°¥µ¬¥°­®© ¯®±² ­®¢ª¥, ­® ¤«¿ °¥®«®£¨·¥±ª®©

®¤­®°®¤­®© «¨²®±´¥°», ¤ ­­ ¿ § ¤ ·  °¥¸¥­  ¢ ° ¡®²¥ [2]. �¨±²¥¬ 

³° ¢­¥­¨© (36) § ¯¨± ­  ¢ ¡¥§° §¬¥°­®¬ ¢¨¤¥. � ±¸² ¡ ¤«¨­» { ²®«-

¹¨­  «¨²®±´¥°» d, ¬ ±¸² ¡ ²¥¬¯¥° ²³°» { ¯¥°¥¯ ¤ ²¥¬¯¥° ²³°» �T

¬¥¦¤³ £®°¿·¥© ­¨¦­¥© ¨ µ®«®¤­®© ¢¥°µ­¥© ¯®¢¥°µ­®±²¿¬¨ ±«®¿ (®¡¥ ¯®-

¢¥°µ­®±²¨ ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ¨§®²¥°¬¨·¥±ª¨¬¨). � ±¸² ¡ ¢°¥¬¥­¨ d

2

={,

£¤¥ { { ²¥¬¯¥° ²³°®¯°®¢®¤­®±²¼, ¬ ±¸² ¡ ±ª®°®±²¨ {=d. �«¿ ­¼¾²®-

­®¢±®© ¦¨¤ª®±²¨ ®¡»·­® ¯°¨­¨¬ ¥²±¿ ¬ ±¸² ¡ ­ ¯°¿¦¥­¨¿ (¨ ¤ ¢«¥-

­¨¿) {�=d

2

,   ·¨±«® �½«¥¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª Ra = �g��Td

3

=�{, £¤¥ � {

¯«®²­®±²¼, � { ª®½´´¨¶¨¥­² ²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥­¨¿, g { £° ¢¨² ¶¨®­­®¥

³±ª®°¥­¨¥, � { ­¼¾²®­®¢±ª ¿ ¢¿§ª®±²¼, ¨¬¥¾¹ ¿ ° §¬¥°­®±²¼ �  ±. �«¿

°¥®«®£¨·¥±ª®© ±°¥¤» �­¤° ¤¥ (¯ ° ¬¥²° �­¤° ¤¥ A ¨¬¥¥² ° §¬¥°­®±²¼

�  ±

1=3

) ¢¢¥¤¥¬ ¬ ±¸² ¡­³¾ ¢¿§ª®±²¼

�

A

= A

0

(d

2

={)

2=3

;

£¤¥ A

0

{ §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²°  �­¤° ¤¥ ¯°¨ z = 0. �®£¤  ·¨±«® �½«¥¿

®¯°¥¤¥«¥­® ª ª

Ra = �g��Td

3

=�

A

{ = �g��Td(d

2

={)

1=3

=A

0

; (37)

  ¬ ±¸² ¡ ­ ¯°¿¦¥­¨¿ �

A

{=d

2

= A

0

(d

2

={)

�1=3

.

�¨²®±´¥°  µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨ ´¨§¨·¥±ª¨µ

¯ ° ¬¥²°®¢:

d = 2 � 10

5

¬; �T = 1300K; � = 3 � 10

�5

K

�1

; � = 3:3 � 10

3

ª£¬

�3

;

g = 10¬ ±

�2

; { = 10

�6

¬

2

±

�1

; A

0

= 1:3 � 10

11

�  ±

1=3

; (38)
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£¤¥ ®¶¥­ª  A

0

±«¥¤³¥² ¨§ (32),   ®¶¥­ª¨ ®±² «¼­»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ª®­²¨-

­¥­² «¼­®© «¨²®±´¥°» ¿¢«¿¾²±¿ ®¡¹¥¯°¨­¿²»¬¨ [1, 9]. �§ (37) ¨ (38)

±«¥¤³¥², ·²® ·¨±«® �½«¥¿ ®¶¥­¨¢ ¥²±¿ ª ª Ra = 700.

�°¨¬¥­¿¿ ¯°¥®®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ¯® £®°¨§®­² «¼­®© ª®®°¤¨­ ²¥ ¨

¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ � ¯« ±  ¯® ¢°¥¬¥­¨ ª ³° ¢­¥­¨¿¬ (5), (24) ¨ ª ¯¥°¢»¬

²°¥¬ ³° ¢­¥­¨¿¬ ±¨±²¥¬» (36), ¯®«³· ¥¬

V

�

x

= iDV

�

z

=k;

�

�

zz

= ��

�

xx

= 2�

�

DV

�

z

;

�

�

xz

= i�

�

(D

2

+ k

2

)V

�

z

=k;

P

�

= [�

�

(D

3

� k

2

D) +D�

�

)(D

2

+ k

2

)]V

�

z

=k

2

; (39)

�

�

=

1

Ra � k

2

[�

�

(D

2

� k

2

)

2

+ 2(D�

�

)(D

3

� k

2

D) + (D

2

�

�

)(D

2

+ k

2

)]V

�

z

;

�

�

(s; z) = a(z)s

�2=3

;

£¤¥ ¨§®¡° ¦¥­¨¥ �³°¼¥ ®¡®§­ ·¥­® § £« ¢­®© ¡³ª¢®©, ¨§®¡° ¦¥­¨¥ � -

¯« ±  { §¢¥§¤®·ª®©, k { ¯¥°¥¬¥­­ ¿ �³°¼¥ (¢®«­®¢®¥ ·¨±«®), s { ¯¥°¥-

¬¥­­ ¿ � ¯« ± , ¨ ¢¢¥¤¥­ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° D = d=dz.

�®­¢¥ª²¨¢­®¥ ²¥·¥­¨¥, ¢»§¢ ­­®¥ ­¥³±²®©·¨¢®±²¼¾ «¨²®±´¥°», ¯°®-

­¨ª ¥² ¨ ¢ ¯®¤±²¨« ¾¹¨© «¨²®±´¥°³  ±²¥­®±´¥°­»© ±«®©, £¤¥ ®­® ­ -

ª« ¤»¢ ¥²±¿ ­  ®±­®¢­®¥ ²¥·¥­¨¥. �°¨ ®¯°¨± ­¨¨ ®±­®¢­®£® ²¥·¥­¨¿ ¬»

¨±¯®«¼§³¥¬ °¥§³«¼² ²» ° ¡®²» [9], ¢ ª®²®°®© ª®­¢¥ª¶¨¿ ¯®¤ ª®­²¨­¥­-

² ¬¨ ¨±±«¥¤®¢ ­  ¢ ° ¬ª µ °¥®«®£¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ ±²¥¯¥­­®© ¦¨¤ª®±²¨.

�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ­ ¹  ­ «¨§ ­¥³±²®©·¨¢®±²¨ «¨²®±´¥°» ±¢®¤¨²±¿ ª

¨±±«¥¤®¢ ­¨¾ ­¥³±²®©·¨¢®±²¨ ª®­¢¥ª²¨¢­®£® ²¥·¥­¨¿, ­ ©¤¥­­®£® ¢ [9].

�®£« ±­® [9], ¢ ¬ ­²¨¨ ¯®¤ ¯®£° ­±«®¥¬ £° ¤¨¥­² ²¥¬¯¥° ²³°» ¡«¨§®ª

­³«¾,   ±ª®°®±²¼ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®¶¥­¨¢ ¥²±¿ ª ª

_

�" � 100 ¢ ¬ ±¸² ¡¥ ¢°¥-

¬¥­¨ d

2

={ = 4 � 10

16

±, ª®²®°»© ¡»« ¢¢¥¤¥­ ¢»¸¥. � §¢¨² ¿ ª®­¢¥ª¶¨¿,

´®°¬¨°³¾¹ ¿ ª®­²¨­¥­² «¼­³¾ «¨²®±´¥°³, ¿¢«¿¥²±¿ ­¥±² ¶¨®­ °­®©.

�¥±² ¶¨®­ °­®±²¼ ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ¯³«¼± ¶¨©, ¯°®¤®«¦¨²¥«¼­®±²¼

ª®²®°»µ 10

�1

� 10

�2

(¢ ¬ ±¸² ¡¥ ¢°¥¬¥­¨ 4 � 10

16

±) §­ ·¨²¥«¼­® ¯°¥-

¢®±µ®¤¨² £«³¡¨­³ ¯ ¬¿²¨ t

M

= "

tr

=

_

�" � 10

�3

. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±ª®°®±²¼

®±­®¢­®£® ª®­¢¥ª²¨¢­®£® ²¥·¥­¨¿ ®±² ¥²±¿ ¯®±²®¿­­®© ­  £«³¡¨­¥ ¯ -

¬¿²¨. � ° ¬ª µ ­ ±«¥¤±²¢¥­­®© °¥®«®£¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨, ¨±¯®«¼§³¥¬®©

¢ ­ ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥, ª®­¢¥ª²¨¢­®¥ ²¥·¥­¨¥, ¯®«³·¥­­®¥ ¢ [9], ¿¢«¿¥²±¿

ª¢ §¨±² ¶¨®­ °­»¬ ¨  ¤¥ª¢ ²­® ®¯¨±»¢ ¥²±¿ °¥®«®£¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¼¾

±²¥¯¥­­®© ¦¨¤ª®±²¨. (�±«¨ ¡» ¯³«¼± ¶¨¨ ¡»«¨ §­ ·¨²¥«¼­® ª®°®·¥, ¨±-

¯®«¼§®¢ ­¨¥ ¬®¤¥«¨ ±²¥¯¥­­®© ¦¨¤ª®±²¨ ¤«¿ ®¯¨± ­¨¿ ®±­®¢­®£® ª®­-

¢¥ª²¨¢­®£® ²¥·¥­¨¿ ¡»«® ¡» ­¥§ ª®­­»¬.)

� «®¦¥­­®¥ ²¥·¥­¨¥ ¢  ±²¥­®±´¥°¥ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¨«¨ ¬®¤¥«¼¾ �­-

¤° ¤¥ ¨«¨ ¬®¤¥«¼¾ ±²¥¯¥­­®© ¦¨¤ª®±²¨ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² · ±²®²» ¯¥°¨-

®¤¨·¥±ª®£® ­ «®¦¥­­®£® ²¥·¥­¨¿,   ²®·­¥¥ ®² ²®£®, ¡®«¼¸¥ ¨«¨ ¬¥­¼¸¥
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¥¤¨­¨¶» ¢»° ¦¥­¨¥ !t

M

= !"

tr

=

_

�", ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ (21), (22). �®£« ±­®

(23), ¯°¨ ³±«®¢¨¨

! �

_

�"="

tr

(40)

­ «®¦¥­­®¥ ²¥·¥­¨¥ ¢  ±²¥­®±´¥°¥ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¬®¤¥«¼¾ ±²¥¯¥­­®© ¦¨¤-

ª®±²¨ ± ½´´¥ª²¨¢­®© ¢¿§ª®±²¼¾, ª®²®° ¿ §­ ·¨²¥«¼­® ­¨¦¥, ·¥¬ ½´´¥ª-

²¨¢­ ¿ ¢¿§ª®±²¼ «¨²®±´¥°» ± °¥®«®£¨¥© �­¤° ¤¥. �±«®¢¨¥ (40), ª ª ¨

³±«®¢¨¥ (33), ¯°¥¤¯®« £ ¥² ¯®¨±ª ¢®«­®¢®£® °¥¸¥­¨¿ ± ¤®±² ²®·­® ­¨§-

ª®© · ±²®²®©. �®±«¥ ²®£®, ª ª °¥¸¥­¨¥ ¡³¤¥² ¯®«³·¥­®, ±«¥¤³¥² ¯°®¢¥-

°¨²¼ { ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² «¨ ­ ©¤¥­­ ¿ · ±²®²  ¯°¨­¿²»¬  ¯°¨®°¨ ®£° ­¨-

·¥­¨¿¬ (33) ¨ (40), ª®²®°»¥ ¯®§¢®«¿¾² ¯°¥­¥¡°¥£ ²¼ ³¯°³£®±²¼¾ ¨ ±·¨-

² ²¼ ½´´¥ª²¨¢­³¾ ¢¿§ª®±²¼  ±²¥­®±´¥°» ¯°¥­¥¡°¥¦¨¬® ¬ «®©. �° -

¢ ¿ · ±²¼ ­¥° ¢¥­±²¢  (40) ®¶¥­¨¢ ¥²±¿ ª ª

_

�"="

tr

= 10

3

¯°¨

_

�" = 100

¨ "

tr

= 0:1,   ¤«¿ ¡¥§° §¬¥°­®© · ±²®²» ­¨¦¥ ¡³¤¥² ­ ©¤¥­® §­ ·¥­¨¥

! � 14. �®£¤ , ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ (23), jF (!)j=�� � 50. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

½´´¥ª²¨¢­ ¿ ¢¿§ª®±²¼  ±²¥­®±´¥°» §­ ·¨²¥«¼­® ­¨¦¥, ·¥¬ ½´´¥ª²¨¢-

­ ¿ ¢¿§ª®±²¼ «¨²®±´¥°», ¨ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼  ±²¥­®±´¥°³ ª ª ±«®©

¨¤¥ «¼­®© ¦¨¤ª®±²¨ ± ­³«¥¢®© ¢¿§ª®±²¼¾ ¨«¨ ª ª ±«®© ± °¥®«®£¨¥© �­-

¤° ¤¥, £¤¥ � = 0. � ³·¥²®¬ (31) ¨ (32) ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¡¥§° §¬¥°­®£®

°¥®«®£¨·¥±ª®£® ¯ ° ¬¥²°  ¯® £«³¡¨­¥ § ¤ ­® ¢ ¢¨¤¥

a(z) = 0:8 � 10

�10

exp(30z); 3=4 � z � 1;

a(z) = exp(4z); 0 � z � 3=4; (41)

a(z) = 0; �1 � z � 0:

� ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯® £«³¡¨­¥ °¥®«®£¨·¥±ª®£® ¯ ° ¬¥²° , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥

(41), ¯®ª § ­® ­  °¨±. 1.

0 20 40 60 80
0

0.2

0.4

0.6

0.8

a(z)

z

�¨±. 1. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ °¥®«®£¨·¥-

±ª®£® ¯ ° ¬¥²°  �­¤° ¤¥ ¯® £«³¡¨­¥

¢ «¨²®±´¥°¥
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�°¥®¡° §³¿ ¯® �³°¼¥ ¨ � ¯« ±³ ¯®±«¥¤­¥¥ ¨§ ³° ¢­¥­¨© (36) (³° ¢-

­¥­¨¥ ²¥¯«®¢®£® ¡ « ­± ), ¯®«³· ¥¬

�

1

�T

dT

dz

V

�

z

+ (D

2

� k

2

� s)�

�

= ��

0

(z; k);

(42)

s

�2=3

LV

�

z

� Ra � k

2

�

�

= 0;

£¤¥ ¢¢¥¤¥­ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®°

L = a(z)(D

2

� k

2

)

2

+ 2(Da)(D

3

� k

2

D) + (D

2

a)(D

2

+ k

2

)

�° ¢­¥­¨¿ (42) ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ±¨±²¥¬³ ¤¢³µ «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥-

­¨© (¢²®°®£® ¨ ·¥²¢¥°²®£® ¯®°¿¤ª ) ®²­®±¨²¥«¼­® ¯¥°¥¬¥­­»µ V

�

z

;�

�

.

� · «¼­»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ �

0

(z; k) { ¨§®¡° ¦¥­¨¥¬ �³°¼¥ ­ -

· «¼­®£® ¢®§¬³¹¥­¨¿ ²¥¬¯¥° ²³°».

�° ­¨·­»¥ ³±«®¢¨¿

�¤®¡­® ¢»¤¥«¨²¼ ²®­ª¨© ¢¥°µ­¨© ±«®© ª®°», £¤¥ ¯ ° ¬¥²° �­¤° ¤¥

®·¥­¼ ¢¥«¨ª ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ³¯°³£®±²¼¾. �²®² ±«®©, ²®«-

¹¨­  ª®²®°®£® ¯®°¿¤ª  35 ª¬, ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ³¯°³£®© ª®°®©. �®-

£« ±­® ²¥®°¨¨ ²®­ª®© ³¯°³£®© ¯« ±²¨­» [4], ¡¥§° §¬¥°­ ¿ ±¨« , ± ª®²®-

°®© ³¯°³£ ¿ ª®°  ¤¥©±²¢³¥² ­  ¥¤¨­¨¶³ ¯«®¹ ¤¨ ¯®¤±²¨« ¾¹¥£® ±«®¿,

§ ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

f

x

=

E�

(1� �

2

)A

0

({=d

2

)

1=3

d

2

u

x

dx

2

;

(43)

f

z

=

E�

3

12(1� �

2

)A

0

({=d

2

)

1=3

d

4

�

dx

4

;

£¤¥ E { ¬®¤³«¼ �­£ , � { ª®½´´¨¶¨¥­² �³ ±±®­ , � { ¡¥§° §¬¥°­ ¿

²®«¹¨­  ³¯°³£®© ª®°», u

x

{ £®°¨§®­² «¼­®¥ ±¬¥¹¥­¨¥, � { ¢¥°²¨ª «¼­®¥

±¬¥¹¥­¨¥ §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ (°¥«¼¥´). � ° ¬¥²°» ¢ ³° ¢­¥­¨¿µ (43)

®¶¥­¨¢ ¾²±¿ ª ª

� � 0:175; E=(1� �

2

)� � 3;

£¤¥ � { ³¯°³£¨© ¬®¤³«¼ ±¤¢¨£ .

� ³·¥²®¬ ³¯°³£®© ª®°» £° ­¨·­»¥ ³±«®¢¨¿ ­  ¢¥°µ­¥© ¨§®²¥°¬¨·¥-

±ª®© ¤¥´®°¬¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ «¨²®±´¥°» z = 1 ¯°¨­¨¬ ¾² ¢¨¤

�

xz

= 3��

d

2

u

x

dx

2

;

�p + �

zz

= �(�

3

�=4)

d

4

�

dx

4

�  �; (44)

� = �;



56

£¤¥ � { ¡¥§° §¬¥°­»© ¬®¤³«¼ ±¤¢¨£ 

� = �(d

2

={)

1=3

=A

0

� 1:6 � 10

5

;

 { ¡¥§° §¬¥°­®¥ £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®¥ ¤ ¢«¥­¨¥ ­  ¯®¤®¸¢¥ «¨²®±´¥°»

 = �gd(d

2

={)

1=3

=A

0

� 1:8 � 10

4

:

�°®¶¥±±» ±¥¤¨¬¥­² ¶¨¨ ¨ ½°®§¨¨, ¯°®²¥ª ¾¹¨¥ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ �¥¬-

«¨, ®¯¨±»¢ ¾²±¿ ¡¥§° §¬¥°­»¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ¤¨´´³§¨¨

@�

@t

= �

z

(1) + �

@

2

�

@x

2

; (45)

£¤¥ � = �={ { ¡¥§° §¬¥°­»© ²° ­±¯®°²­»© ª®½´´¨¶¨¥­². �®±ª®«¼ª³

§ ¤ ·  ® ­¥³±²®©·¨¢®±²¨ °¥¸ ¥²±¿ ¢ ¤¢³¬¥°­®© ¯®±² ­®¢ª¥, ¢ ¯° ¢®©

· ±²¨ ³° ¢­¥­¨¿ (45) ®²¡°®¸¥­  ¢²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¯® y. �ª®°®±²¼

±¬¥¹¥­¨¿ §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥

� = u

z

(1) + h; (46)

£¤¥ u

z

(1) { ±¬¥¹¥­¨¥ £° ­¨¶», ¢»§¢ ­­®¥ ²¥·¥­¨¿¬¨ ¢ «¨²®±´¥°¥, h {

±¬¥¹¥­¨¥ £° ­¨¶», ±¢¿§ ­­®¥ ± ¯°¨²®ª®¬ ¢­¥¸­¥£® ¬ ²¥°¨ «  §  ±·¥²

±¥¤¨¬¥­² ¶¨¨ ¨«¨ ­ ¤¢¨£ . �²¬¥²¨¬, ·²® h { ®²°¨¶ ²¥«¼­® ¢ ±«³· ¥

½°®§¨¨. �®¤±² ¢«¿¿ (46) ¢ (45), ¯®«³· ¥¬

@h

@t

= �

@

2

�

@x

2

; (47)

£¤¥ � = �

s

¯°¨ � < 0;

� = �

er

¯°¨ � > 0:

�®£« ±­® [3], ¡¥§° §¬¥°­»¥ ²° ­±¯®°²­»¥ ª®½´´¨¶¨¥­²» ±¥¤¨¬¥­² ¶¨¨

¨ ½°®§¨¨ ®¶¥­¨¢ ¾²±¿ ª ª

�

s

� 13; �

er

� 3:

�°¥®¡° §³¿ (47) ¯® �³°¼¥, ­ µ®¤¨¬

@H=@t = ��k

2

�:

�°¨¬¥­¥­¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ � ¯« ±  ¯®¤° §³¬¥¢ ¥², ·²® ¢®§¬³¹¥-

­¨¿ ¢±¥µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥­­»µ ®²±³²±²¢³¾² ¤® ­ · «¼­®£® ¬®¬¥­² 

¢°¥¬¥­¨ ¨, ¢ · ±²­®±²¨, �(t) � 0 ¯°¨ t < 0. �®½²®¬³ ­ · «¼­®¥ ³±«®¢¨¥

� = �

0

¯°¨ t = 0 ®§­ · ¥², ·²® ±¬¥¹¥­¨¥ £° ­¨¶» ¬£­®¢¥­­® ¬¥­¿¥²±¿ ®²
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­³«¿ ¤® §­ ·¥­¨¿ �

o

. �¥ «¼­»© £¥®«®£¨·¥±ª¨© ¯°®¶¥±±, ¢ ª®²®°®¬ ±¬¥-

¹¥­¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢®§° ±² ¥² ®² 0 ¤® �

0

, ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®¥

¢°¥¬¿. �® ¥±«¨ ½²® ¢°¥¬¿ ¬ «® ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± ¯¥°¨®¤®¬ ²¥°¬®ª®­-

¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­, ª®²®°»¥ £¥­¥°¨°³¾²±¿ ¯°¨ ² ª®¬ ±¬¥¹¥­¨¨, ¬®¦­®

±·¨² ²¼, ·²® ¢®§¬³¹¥­¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¯°®¨±µ®¤¨² ¬£­®¢¥­­®. �°¨¬¥-

°®¬ ² ª®£® ®²­®±¨²¥«¼­® ¡»±²°®£® ¯°®¶¥±± , ¯°®¨§¢®¤¿¹¥£® ­ · «¼­®¥

±¬¥¹¥­¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨, ¿¢«¿¥²±¿ ­ ¤¢¨£, ¢»§¢ ­­»© ±²®«ª­®¢¥­¨¥¬ «¨-

²®±´¥°­»µ ¯«¨² ¯®¤ ®°®£¥­­»¬ ¯®¿±®¬. �°¨ ­ ¤¢¨£¥ ­ · «¼­»¥ ±¬¥-

¹¥­¨¿ ¢ «¨²®±´¥°¥ ¨ ­  ¥¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ®²±³²±²¢³¾², ².¥. u

z

(x; z) � 0

¯°¨ t = 0, ­® ­ · «¼­ ¿ ²®«¹¨­  ¬ ²¥°¨ «  ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ «¨²®±´¥°»

®²«¨·­  ®² ­³«¿, ².¥. h(x) 6= 0 ¯°¨ t = 0.

�°¥®¡° §³¿ (44) ¯® �³°¼¥ ¨ � ¯« ±³ (¨±¯®«¼§³¿ (39)), ° §¤¥«¨¢

¯¥°¢»¥ ¤¢  ¨§ ³° ¢­¥­¨© (44) ­   ¨ § ¬¥· ¿, ·²® V

�

z

= sU

�

z

, ª®£¤ 

U

z

j

t=0

= 0, § ¯¨¸¥¬ £° ­¨·­»¥ ³±«®¢¨¿ ¯°¨ z = 1 ¢ ¢¨¤¥

s

1=3

 

a(1)

D

2

+ k

2

k

2

V

�

z

= �3�

�

 

DV

�

z

;

s

�2=3

 

�

a(1)

�

3D �

D

3

k

2

�

� (Da)

D

2

+ k

2

k

2

�

V

�

z

= �

�

�

 

k

4

+ 1

�

�

�

; (48)

�

�

= �

�

;

£¤¥ ¢¢¥¤¥­ ¡¥§° §¬¥°­»© ¯ ° ¬¥²° � = ��

3

=4, ¨¬¥¾¹¨© ±¬»±« ¡¥§° §-

¬¥°­®© ¨§£¨¡­®© ¦¥±²ª®±²¨ ³¯°³£®© ¯« ±²¨­». �¥§° §¬¥°­»© ¯ ° -

¬¥²° �= ®¶¥­¨¢ ¥²±¿ ª ª

�= = �=�gd � 9:

�°¥®¡° §³¿ ¯® �³°¼¥ ¨ � ¯« ±³ (45), ­ µ®¤¨¬

�

�

=

V

�

z

+ �

0

s+ �k

2

; (49)

£¤¥, ¯®±ª®«¼ª³ ­ · «¼­®¥ ¢®§¬³¹¥­¨¥ £° ­¨¶» ±®§¤ ¥²±¿ §  ±·¥² ­ -

¤¢¨£ , �

0

= H

0

.

�¨¦­¿¿ £° ­¨¶   ±²¥­®±´¥°» ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ \²¢¥°¤®©" (�

x

= �

z

=

� = 0), ®²ª³¤  ±«¥¤³¥²

z = �1; V

�

z

= DV

�

z

= �

�

= 0: (50)

�°¨¡«¨¦¥­¨¥ ²¢¥°¤®© ¢¥°µ­¥© £° ­¨¶»

� ­³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯® ¬ «®¬³ ¯ ° ¬¥²°³ 1= £° ­¨·­»¥ ³±«®-

¢¨¿ (48) ¯°¨­¨¬ ¾² ¢¨¤

�

�

= DV

�

z

= �

�

= 0; (51)
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¨ £° ­¨¶  z = 1 ¿¢«¿¥²±¿ ²¢¥°¤®©. �¤­ ª® ¢ ³° ¢­¥­¨¿µ (48) ¯ ° ¬¥²°

1= , ª®²®°»© ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ®·¥­¼ ¬ « (1= � 5 � 10

�3

), ³¬­®¦ ¥²±¿ ­ 

§­ ·¥­¨¿ a ¨ Da, ¢§¿²»¥ ¢ ²®·ª¥ z = 1. � ±«³· ¥, ª®£¤  a(z) § ¤ ­®

´®°¬³«®© (41), §­ ·¥­¨¥ Da = 30a(1) ®·¥­¼ ¢¥«¨ª®.

�²®¡» ¨¬¥²¼ ¢®§¬®¦­®±²¼ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¥ ²¢¥°¤®© £° -

­¨¶», ³¤®¡­® ¢ ª ·¥±²¢¥ ¢¥°µ­¥© £° ­¨¶» ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ z = 1��

A

. �°¨

½²®¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»© ª®­¢¥ª²¨¢­»© ±«®© ±² ­®¢¨²±¿ ²®­¼¸¥,   «¥¦ -

¹ ¿ ­  ¥£® ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¯« ±²¨­  { ²®«¹¥. �®£¤  £° ­¨·­»¥ ³±«®¢¨¿

(48) ±¢®¤¿²±¿ ª £° ­¨·­»¬ ³±«®¢¨¿¬ (51), ¥±«¨ 30a(1� �

A

)= � 1. �°³-

£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢¥°µ­¿¿ £° ­¨¶  z = 1 � �

A

¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª

\²¢¥°¤ ¿" ¢ ­³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯® ¬ «®¬³ ¯ ° ¬¥²°³ 30a(1� �

A

)= .

� ª ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¨¢¥¤¥­­®© ¢»¸¥ ®¶¥­ª¨  ¨ ´®°¬³«» (41),

30a(1� �

A

)= = 1:32 exp(�30�

A

):

� ­­»© ¯ ° ¬¥²° ¬®¦­® ±·¨² ²¼ ¬ «»¬ ¨ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¥

²¢¥°¤®© £° ­¨¶», ¥±«¨ �

A

� 1=20.

�¨²®±´¥°  ° §¡¨²  ­  ²°¨ ±«®¿: ¬ ­²¨©­ ¿ «¨²®±´¥°  (0 < z < 3=4),

£¤¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ²¥¬¯¥° ²³°» § ¤ ­® ³° ¢­¥­¨¥¬ (28); ­¨¦­¿¿ ª®° 

(3=4 < z < 1), £¤¥ ²¥¬¯¥° ²³°  ° ±¯°¥¤¥«¥­  ¯® § ª®­³ (27) ¨ ¢¥°µ­¿¿

ª®°  (1 < z < 1 + �

e

), ª®²®°³¾ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ³¯°³£¨© ±«®©

²®«¹¨­®© �

e

. �°®¬¥ ²®£®, ¢ ª®­¢¥ª²¨¢­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¢®¢«¥ª ¥²±¿ ¨ ¯®¤-

±²¨« ¾¹¨© «¨²®±´¥°³  ±²¥­®±´¥°­»© ±«®© (�1 < z < 0), ¢ ª®²®°®¬

­¥² £° ¤¨¥­²  ²¥¬¯¥° ²³°». �®­ª¨© ¢¥°µ­¨© ±«®© ­¨¦­¥© ª®°» µ ° ª-

²¥°¨§³¥²±¿ ¡®«¼¸¨¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨ ¯ ° ¬¥²°  �­¤° ¤¥ (­® ­¥ ­ ±²®«¼ª®

¡®«¼¸¨¬¨, ·²®¡» ³·¨²»¢ ²¼ ³¯°³£®±²¼) ¨ ¨¬¥¥² ²®«¹¨­³ �

A

. � ±±¬ -

²°¨¢ ¥¬®¥ ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬ §­ ·¥­¨¥ �

A

= 1=20 ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²®«¹¨­¥

¢¥°µ­¥£® ±«®¿ ­¨¦­¥© ª®°», ° ¢­®© 10 ª¬.

�«®© ²®«¹¨­®© � = �

e

+ �

A

, ª®²®°»© ±®±²®¨² ¨§ ³¯°³£®© ¢¥°µ­¥©

ª®°» ¨ ¢¥°µ­¥£® ±«®¿ ­¥³¯°³£®© ­¨¦­¥© ª®°», ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª

²®­ª³¾ ¯« ±²¨­³, ¯®±ª®«¼ª³ � � 1. �¶¥­¨¬ ²¥¯¥°¼ ¨§£¨¡­³¾ ¦¥±²ª®±²¼

² ª®© ¯« ±²¨­».

�¥§° §¬¥°­ ¿ ¨§£¨¡­ ¿ ¦¥±²ª®±²¼ ­¥®¤­®°®¤­®© ¯® ²®«¹¨­¥ ³¯°³-

£®© ¯« ±²¨­» ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±®®²­®¸¥­¨¥¬

� =

1

A

0

({=d

2

)

1=3

1+�

e

�c

Z

1��

A

�c

E

1� �

2

y

2

dy;

£¤¥ � { ¡¥§° §¬¥°­ ¿ ²®«¹¨­  ¯« ±²¨­», y = z � ± { ¢¥°²¨ª «¼­ ¿ ª®-

®°¤¨­ ²  ¢ ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ², ­ · «® ª®²®°®© ° ±¯®«®¦¥­® ­  ­¥©-

²° «¼­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ z = c ¨§£¨¡ ¥¬®© ¯« ±²¨­», E { ¬®¤³«¼ �­£ ,
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� { ª®½´´¨¶¨¥­² �³ ±±®­ , ¯°¨·¥¬

E

1� �

2

= �

4(1 + 
)

(1 + 4
)

; 
 =

�

3K

�«¿ ³¯°³£®© ª®°» 
 ®¶¥­¨¢ ¥²±¿ ª ª 
 = 0:15,  

E

1��

2

� 3�. �«¿ ±°¥¤»

�­¤° ¤¥ ¢ ª ·¥±²¢¥  ­ «®£  ³¯°³£®£® ¬®¤³«¿ ±¤¢¨£  � ¢»±²³¯ ¥² ¢¥-

«¨·¨­  �

A

= A

0

({=d

2

)

1=3

a(y)(i!

m

)

1=3

(§­ ·¥­¨¥ ¡¥§° §¬¥°­®© · ±²®²»

!

m

²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­®© ¢®«­» ¡³¤¥² ­ ©¤¥­® ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ° §¤¥«¥). �¥-

«¨·¨­  �

A

§­ ·¨²¥«¼­® ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ 3K, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¤«¿ ±°¥¤»

�­¤° ¤¥ 
 = 0,   ¢»° ¦¥­¨¥

E

1��

2

±«¥¤³¥² § ¬¥­¨²¼ ­  4�

A

.

�¥§° §¬¥°­ ¿ ¨§£¨¡­ ¿ ¦¥±²ª®±²¼ ¯« ±²¨­», ±®±²®¿¹¥© ¨§ ³¯°³£®£®

±«®¿ ²®«¹¨­®© �

e

¨ ±«®¿ ± °¥®«®£¨¥© �­¤° ¤¥ ²®«¹¨­®© �

A

, ®¯°¥¤¥«¥­ 

ª ª

� = 3�

1+�

e

�c

Z

1�c

y

2

dy + 4(i!

m

)

1=3

1�c

Z

1��

A

�c

a(y)y

2

dy; (52)

£¤¥ � { ¡¥§° §¬¥°­»© ¬®¤³«¼ ±¤¢¨£ , ¢¢¥¤¥­­»© ¢ £° ­¨·­»µ ³±«®¢¨¿µ

(44). �®®°¤¨­ ²  ­¥©²° «¼­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ­ µ®¤¨²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿ ®¡° -

¹¥­¨¿ ¢ ­³«¼ ¯°®¤®«¼­®© ±¨«», ¤¥©±²¢³¾¹¥© ¢ ¯®¯¥°¥·­®¬ ±¥·¥­¨¨ ¯« -

±²¨­»:

1+�

e

�c

Z

1��

A

�c

E

1� �

2

ydy = 0;

®²ª³¤  ±«¥¤³¥²

3�

1+�

e

�c

Z

1�c

ydy + 4(i!

m

)

1=3

1�c

Z

1��

A

�c

a(y)ydy = 0: (53)

�®£« ±­® ³±«®¢¨¾ (34), ª³¤  ¢µ®¤¨² ° §¬¥°­ ¿ · ±²®²  ! = !

m

{=d

2

, ¯°¨

�

A

< �

e

¢²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ «¥¢®© · ±²¨ (53) §­ ·¨²¥«¼­® ¬¥­¼¸¥, ·¥¬

¯¥°¢®¥, ¨ ¨§ (53) ­ µ®¤¨¬

c = 1 +

�

e

2

; (54)

².¥. ¯®«®¦¥­¨¥ ­¥©²° «¼­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ² ª®¥ ¦¥, ª ª ¢ ³¯°³£®© ª®°¥

(¤®¡ ¢«¥­¨¥ ±«®¿ ²®«¹¨­®© �

A

­¥ ¬¥­¿¥² ª®®°¤¨­ ²³ ­¥©²° «¼­®© ¯®-

¢¥°µ­®±²¨).

�®¤±² ¢«¿¿ (54) ¢ (52), ¯®«³· ¥¬ � = ��

3

e

=4.
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� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤®¡ ¢«¥­¨¥ ª ³¯°³£®© ª®°¥, ²®«¹¨­  ª®²®°®© ¯®-

°¿¤ª  35 ª¬, ¯®¤±²¨« ¾¹¥£® ²®­ª®£® ±«®¿ ± °¥®«®£¨¥© �­¤° ¤¥ ¨ ²®«-

¹¨­®© ¯®°¿¤ª  10 ª¬ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ­¥ ¬¥­¿¥² ¨§£¨¡­³¾ ¦¥±²ª®±²¼ ¯°¨-

¯®¢¥°µ­®±²­®© µ®«®¤­®© ¯« ±²¨­», ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ­¥ ¬¥­¿¥² §­ ·¥­¨¥

¯ ° ¬¥²°  � ¢ £° ­¨·­»µ ³±«®¢¨¿µ (48).

�«¿ ²®£® ·²®¡» ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ «¨²®±´¥°³ ª ª ±«®© 0 � z � 1, ­ ¤®

®¤­®¢°¥¬¥­­® ± ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ ²®«¹¨­» ¯®¢¥°µ­®±²­®© ¯« ±²¨­» ¯°¨­¿²¼

¨ ­®¢»© ¬ ±¸² ¡ ¤«¨­» d=(1� �

A

). �°¨ ½²®¬ ³° ¢­¥­¨¿ (42) ¨ £° ­¨·-

­»¥ ³±«®¢¨¿ (48) ¨ (49) ±®µ° ­¿¾² ±¢®© ¢¨¤, ­® ¢¬¥±²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

(41) °¥®«®£¨·¥±ª®£® ¯ ° ¬¥²°  ¯® £«³¡¨­¥ ±«¥¤³¥² ¯¨± ²¼

a(z) = 0:8 � 10

�10

exp 30(1� �

A

)z; 3=4(1� �

A

) � z � 1;

a(z) = exp 4(1� �

A

)z; 0 � z � 3=4(1� �

A

);

a(z) = 0 �1=(1� �

A

) � z � 0:

(55)

�®±ª®«¼ª³ �

A

= 1=20, ¨§¬¥­¥­¨¥ ¬ ±¸² ¡  ¤«¨­» ­¥§­ ·¨²¥«¼­® (190 ª¬

¢¬¥±²® 200 ª¬), ­® ¢ ±¨«³ ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­®© § ¢¨±¨¬®±²¨ a ®² z ±¨«¼­®

¯®­¨¦ ¥²±¿ §­ ·¥­¨¥ a(1).

�¥¸¥­¨¥

�·¨²»¢ ¿ (49), ³±«®¢¨¿ (51) ­  £° ­¨¶¥ z = 1 ¯¥°¥¯¨¸¥¬ ¢ ¢¨¤¥

V

�

z

= ��

0

; DV

�

z

= �

�

= 0: (56)

�¥¸ ¿ ±¨±²¥¬³ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥­¨© (42) ± £° ­¨·­»¬¨ ³±«®-

¢¨¿¬¨ (50) ¨ (56), ³¤®¡­® ±¤¥« ²¼ ¯®¤±² ­®¢ª³

V

�

z

=

~

V

�

z

(s; z) + �

0

(k)F (z); F (z) = (z

3

� 3z � 2)=4: (57)

�®£¤  ³° ¢­¥­¨¿ (42) ¯°¨­¨¬ ¾² ¢¨¤

�

1

�T

dT

dz

~

V

�

z

+ (D

2

� k

2

� s)�

�

+�

0

(z; k)�

1

�T

dT

dz

�

0

(k)F (z) = 0;

(58)

L

~

V

�

z

� s

2=3

Ra � k

2

�

�

+ �

0

(k)LF (z) = 0:

�° ¢­¥­¨¿¬ (58) ±®®²¢¥²±²¢³¾² ®¤­®°®¤­»¥ £° ­¨·­»¥ ³±«®¢¨¿ ¯°¨

z = �1:

~

V

�

z

= D

~

V

�

z

= �

�

= 0; (59)

¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ²®«¼ª® ±«³· ©, ª®£¤  �

0

(z; k) � 0.
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�«¿ °¥¸¥­¨¿ ª° ¥¢®© § ¤ ·¨ (58), (59) ¯°¨¬¥­¿¥²±¿ ¬¥²®¤ � «¥°ª¨­ 

± ¡ §¨±­»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨ ¤«¿ ±ª®°®±²¨

(1� z)

2

(1 + z)

m

; m = 2; 3; 4 : : : (60)

¨ ¤«¿ ²¥¬¯¥° ²³°»

(1� z)(1 + z)

n

; n = 1; 2; 3 : : : : (61)

�³­ª¶¨¨ (60) ¨ (61) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² £° ­¨·­»¬ ³±«®¢¨¿¬ (59). �±¯®«¼-

§³¿ ²®«¼ª® ¯¥°¢»¥ ¤¢¥ ´³­ª¶¨¨ ¨§ ¡¥±ª®­¥·­®£® ­ ¡®° , ¨¹¥¬ °¥¸¥­¨¥

¢ ¢¨¤¥

~

V

�

z

= C

�

1

(s; k)(1� z)

2

(1 + z)

2

+ C

�

2

(s; k)(1� z)

2

(1 + z)

3

;

(62)

�

�

= C

�

3

(s; k)(1� z)(1 + z) + C

�

4

(s; k)(1� z)(1 + z)

2

:

�®¤±² ¢«¿¿ (62) ¢ (58) ¨ ­ ª« ¤»¢ ¿ ³±«®¢¨¿ ®°²®£®­ «¼­®±²¨ («¥¢ ¿

· ±²¼ ¯¥°¢®£® ¨§ ³° ¢­¥­¨© (58) ®°²®£®­ «¼­  ª ¤¢³¬ ¯¥°¢»¬ ´³­ª¶¨¿¬

±¨±²¥¬» (61),   «¥¢ ¿ · ±²¼ ¢²®°®£® ¨§ ³° ¢­¥­¨© (58) ®°²®£®­ «¼­ 

ª ¤¢³¬ ¯¥°¢»¬ ´³­ª¶¨¿¬ ±¨±²¥¬» (60)), ¯®«³· ¥¬ ±¨±²¥¬³ «¨­¥©­»µ

 «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢­¥­¨© ¤«¿ ¨±ª®¬»µ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ C

�

i

(s; k)

A

ij

C

�

j

= B

i

; i; j = 1; 2; 3; 4; (63)

£¤¥ ½«¥¬¥­²» ¬ ²°¨¶» A

ij

§ ¢¨±¿² ®² s ¨ k, ª®¬¯®­¥­²» ¢¥ª²®°  B

i

§ ¢¨±¿² ®² k,   ¯® ¯®¢²®°¿¾¹¥¬³±¿ ¨­¤¥ª±³ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ±³¬¬¨°®-

¢ ­¨¥. �¯°¥¤¥«¨²¥«¼ detA

ij

®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼ ¯°¨ s = i!. �»° ¦¥­¨¿

¤«¿ C

�

i

¯°¥¤±² ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ °¿¤  �®° ­  ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ¯®«¾±  ¯¥°¢®£®

¯®°¿¤ª  s = i!

C

i

(s; k) =

c

i

(k)�

0

(k)

s� i!(k)

+ : : : : (64)

� ¯° ¢®© · ±²¨ (64) ¢»¯¨± ­ ²®«¼ª® ¯¥°¢»© ·«¥­ ¢ ° §«®¦¥­¨¨ ¯® ±²¥-

¯¥­¿¬ s� i!. �¡° ¹ ¿ « ¯« ±®¢±ª®¥ ¨§®¡° ¦¥­¨¥ (64), ¯®«³· ¥¬

C

i

(t; k) = c

i

(k) exp[i!(k)t]: (65)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ! ¿¢«¿¥²±¿ ª®¬¯«¥ª±­®© · ±²®²®© ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢-

­®© ¢®«­».

�®¤±² ­®¢ª  s = i! ¢ ³° ¢­¥­¨¥ detA

ij

= 0 ¤ ¥² ¯°¨¡«¨¦¥­­®¥ ¤¨±-

¯¥°±¨®­­®¥ ±®®²­®¸¥­¨¥, ¯®«³·¥­­®¥ ¢ ° ¬ª µ ¬¥²®¤  � «¥°ª¨­ :

�(!; k;Ra) = 0:
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�¥² ±¬»±«  ¢»¯¨±»¢ ²¼ ¢ ¿¢­®¬ ¢¨¤¥ ½²® £°®¬®§¤ª®¥ ³° ¢­¥­¨¥. �¨±-

¯¥°±¨®­­®¥ ±®®²­®¸¥­¨¥ ¯®§¢®«¿¥² ­ ©²¨ ² ª®¥ §­ ·¥­¨¥ Ra

m

·¨±« 

�½«¥¿, ­ §»¢ ¥¬®¥ ¬¨­¨¬ «¼­»¬ ª°¨²¨·¥±ª¨¬ ·¨±«®¬ �½«¥¿, ¯°¨ ª®²®-

°®¬ ­¥ ¨±¯»²»¢ ¾² § ²³µ ­¨¥ ²®«¼ª® ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»¥ ¢®«­», ¨¬¥-

¾¹¨¥ ¢®«­®¢®¥ ·¨±«® k

m

¨ · ±²®²³ !

m

. �­ ·¥­¨¥ !

m

{ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®¥

(Im!

m

= 0), ·²® ¨ ®§­ · ¥² ®²±³²±²¢¨¥ § ²³µ ­¨¿. � ±·¥²» ¯°¨¢®¤¿² ª

±«¥¤³¾¹¨¬ ®¶¥­ª ¬:

Ra

m

= 900; k

m

= 2:6; !

m

= 14:4:

� ©¤¥­­®¥ §­ ·¥­¨¥ Ra

m

­¥±¨«¼­® ®²«¨· ¥²±¿ ®² §­ ·¥­¨¿ Ra � 700,

µ ° ª²¥°¨§³¾¹¥£® «¨²®±´¥°³, ¨ ± ³·¥²®¬ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ®¶¥­®ª ´¨-

§¨·¥±ª¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ «¨²®±´¥°» ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® «¨²®±´¥°  ­ µ®-

¤¨²±¿ ¢ °¥¦¨¬¥ ¯®°®£®¢®© ­¥³±²®©·¨¢®±²¨, ¯°¨ ª®²®°®¬ Ra = Ra

m

. �®-

±«¥¤­¥¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¯®§¢®«¿¥² ¯°¥­¥¡°¥·¼ ±« ¡»¬ § ²³µ ­¨¥¬ ²¥°¬®-

ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­ ¢ «¨²®±´¥°¥, ª®²®°®¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯°¨ Ra < Ra

m

.

�±¯®«¼§³¿ ²®«¼ª® ¯® ®¤­®© (¯¥°¢®©) ´³­ª¶¨¨ ¨§ ­ ¡®°®¢ (60) ¨ (61),

¬» ¯®«³· ¥¬ ¡«¨§ª¨¥ ®¶¥­ª¨ ¤«¿ Ra

m

; k

m

; !

m

. �® ¢ ² ª®¬ ¯°¨¡«¨-

¦¥­¨¨ ­¥«¼§¿ ¯° ¢¨«¼­® ®¯¨± ²¼ § ¢¨±¨¬®±²¼ ±ª®°®±²¨ ®² £«³¡¨­». �

¤°³£®© ±²®°®­», ¤ «¼­¥©¸¥¥ ³¢¥«¨·¥­¨¥ ·¨±«  ¡ §¨±­»µ ´³­ª¶¨© (²°¨

¯¥°¢»¥ ´³­ª¶¨¨ ¨§ ­ ¡®°  (61)) ±« ¡® ¨§¬¥­¿¾² ½²³ § ¢¨±¨¬®±²¼.

� ª ±«¥¤³¥² ¨§ (62), (64) ¨ (65),

V

z

(t; z) = exp(i!t)(1� z)

2

(1 + z)

2

(c

1

+ c

2

+ c

2

z)�

0

;

(66)

�(t; z) = exp(i!t)(1� z)(1 + z)(c

3

+ c

4

+ c

4

z)�

0

;

£¤¥ c

i

= c

i

(k); �

0

= �

0

(k). �°¨ ¢»¢®¤¥ ³° ¢­¥­¨© (66) ³·²¥­®, ·²® ¯®-

±ª®«¼ª³ V

�

z

¨

~

V

�

z

®²«¨· ¾²±¿ ­  ±« £ ¥¬®¥, ­¥§ ¢¨±¿¹¥¥ ®² s, ¨µ « ¯« -

±®¢±ª¨¥ ®°¨£¨­ «» ±®¢¯ ¤ ¾²: V

z

(t; z) �

~

V

z

(t; z). �° ¢­¥­¨¿ (66) ¤ ¾²

°¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ ¢ ¢¨¤¥ ¨§®¡° ¦¥­¨¿ �³°¼¥ ¢ ­³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯®

1= . �¡° ¹ ¿ ¨§®¡° ¦¥­¨¥ �³°¼¥ (66), ¯®«³· ¥¬

�

z

(x; z; t) = (1� z

2

)

2

1

Z

�1

[c

1

(k) + (1 + z)c

2

(k)]�

��

0

(k) exp[i(kx+ !(k)t)]dk; (67)

�(x; z; t) = (1� z

2

)

1

Z

�1

[c

3

(k) + (1 + z)c

4

(k)]�

��

0

(k) exp[i(kx+ !(k)t)]dk; (68)
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� ª ¯®ª § ­® ¢ [2], ¯°¨ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨µ ¢°¥¬¥­ µ, ®²±·¨²»¢ ¥¬»µ

®² ¬®¬¥­²  ­ · «¼­®£® ¢®§¬³¹¥­¨¿, ³° ¢­¥­¨¥ (67) ¯°¨­¨¬ ¥² ¢¨¤

�

z

(x; z; t) = (�=bt)

1=2

(1� z

2

)[c

1

(k

m

) + (1 + z)c

2

(k

m

)]�

��

0

(k

m

) exp

�

i(k

m

x+ !

m

t)�

x+ V

t

4bt

�

; (69)

 ­ «®£¨·­»© ¢¨¤ ¯°¨­¨¬ ¥² ¨ ³° ¢­¥­¨¥ (68). � ³° ¢­¥­¨¨ (69) V ¨ b

{ ª®½´´¨¶¨¥­²» ¢ ° §«®¦¥­¨¨ ª®¬¯«¥ª±­®© · ±²®²» ! ¢ ±²¥¯¥­­®© °¿¤

¢ ®ª°¥±²­®±²¨ k = k

m

i! = i! + iV (k � k

m

)� b(k� k

m

)

2

+ : : : :

�²¬¥²¨¬, ·²® V ®§­ · ¥² ¡¥§° §¬¥°­³¾ £°³¯¯®¢³¾ ±ª®°®±²¼ ²¥°¬®-

ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­,   ª®½´´¨¶¨¥­² b = d

2

!=dk

2

j

k=k

m

®¯°¥¤¥«¿¥² ¤¨±¯¥-

°±¨¾. �®½´´¨¶¨¥­²» ¢ ³° ¢­¥­¨¨ (69) ®¶¥­¨¢ ¾²±¿ ª ª

V � 8:4; b � 4:7� 3:2i

c

1

(k

m

) = �223� 14i; c

2

(k

m

) = 118 + 7i;

c

3

(k

m

) = �0:42� 0:15i; c

4

(k

m

) = 1:1� 0:83i: (70)

�° ¢­¥­¨¥ (69) ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¯°¨ jbjt� 1. � ª ª ª jbj � 5:7, ½²® ³±«®¢¨¥

¢»¯®«­¿¥²±¿ ¤«¿ t� 0:17.

�° ¢­¥­¨¥ (69) ®¯¨±»¢ ¥² ¢®«­®¢®© ¯ ª¥². �¨°¨­  ¯ ª¥²  ¨ ¢°¥¬¿,

§  ª®²®°®¥ ¯ ª¥² ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ´¨ª±¨°®¢ ­­³¾ ²®·ª³, ®¶¥­¨¢ ¾²±¿

ª ª

2�x � 2(jbjt)

1=2

; 2�t � 2(jbjt)

1=2

=V: (71)

�³±²¼ ­ · «¼­®¥ ¢®§¬³¹¥­¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

�

0

(x) = �

0

; ¥±«¨ jxj < l;

�

0

(x) = 0; ¥±«¨ jxj > l;

(72)

£¤¥ 2l { ¸¨°¨­  ®¡« ±²¨ ­ · «¼­®£® ¢®§¬³¹¥­¨¿. �§®¡° ¦¥­¨¥ �³°¼¥

­ · «¼­®£® ¢®§¬³¹¥­¨¿ (72) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª

�

0

(k) = (�

0

=�k) sinkl: (73)
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�®°¬¨°®¢ ­¨¥ ®± ¤®·­»µ ¡ ±±¥©­®¢

� ±±¬®²°¨¬ ª° ²®­, ¨¬¥¾¹¨© ¸¨°¨­³ 2L ¨ ° ±¯®«®¦¥­­»© ¬¥¦¤³

®°®£¥­­»¬¨ ¯®¿± ¬¨, ­ · «¼­»¥ ¢®§¬³¹¥­¨¿ ¢ ª®²®°»µ ®¯¨±»¢ ¾²±¿

³° ¢­¥­¨¿¬¨ (72). �¨°¨­  ®°®£¥­­®£® ¯®¿±  §­ ·¨²¥«¼­® ¬¥­¼¸¥, ·¥¬

¸¨°¨­  ª° ²®­ , ².¥., l� L. �¢  ¯ ª¥²  ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­, ¢®§-

¡³¦¤ ¥¬»µ ¢ ®°®£¥­­»µ ¯®¿± µ, ° ±¯°®±²° ­¿¾²±¿ ®² ª° ¥¢ ª° ²®­ 

ª ¥£® ¶¥­²°³. �¥£³¹¨¥ ¢®«­®¢»¥ ¯ ª¥²» ¢±²°¥· ¾²±¿ ¢ ¶¥­²° «¼­®©

· ±²¨ ª° ²®­  ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t

0

= L=V ¨ ®¡° §³¾² §®­³ ª®«¥¡ -

­¨© (±²®¿·¨µ ¢®«­). �®­  ª®«¥¡ ­¨© ¨¬¥¥² ¸¨°¨­³ ¯®°¿¤ª  2(jbjt

0

)

1=2

¨

¢°¥¬¿ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¯®°¿¤ª  2(jbjt

0

)

1=2

=V . �°¨ L � 5 (¸¨°¨­  ª° ²®­ 

®ª®«® 2000 ª¬) ¸¨°¨­  §®­» ª®«¥¡ ­¨© ±®±² ¢«¿¥² ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼­® 3.7

(¯°¨¬¥°­® ²°¥²¼ ¸¨°¨­» ª° ²®­ ),   ¢°¥¬¿ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ½²®© §®­»

{ ¯®°¿¤ª  0.44 (·³²¼ ¡®«¼¸¥ ®¤­®£® ¯¥°¨®¤  ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­).

� ¯®¬­¨¬, ·²® ¯¥°¨®¤ ®¶¥­¨¢ ¥²±¿ ª ª 2�=!

m

� 0:4,   ¤«¨­  ¢®«­» ª ª

2�=k

m

� 2:3.

� ª ±«¥¤³¥² ¨§ (69),  ¬¯«¨²³¤  ¢¥°²¨ª «¼­®© ±ª®°®±²¨ ¤«¿ ²¥°¬®-

ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ª®«¥¡ ­¨© ¢ ¶¥­²° «¼­®© · ±²¨ ª° ²®­  § ¢¨±¨² ®² ¬­®-

¦¨²¥«¿ (�=jbjt)

1=2

, £¤¥ t «¥¦¨² ¢ ¤¨ ¯ §®­¥ t

0

� �t � t � t

0

+ �t,   �t

®¯°¥¤¥«¥­  ³° ¢­¥­¨¥¬ (71). �®±ª®«¼ª³ �t � t

0

, ¬­®¦¨²¥«¼ (�=jbjt)

1=2

¬®¦­® ±·¨² ²¼ ¯®±²®¿­­»¬, ¯®¤±² ¢¨¢ t

0

¢¬¥±²® t. �«¿ L � 5 ½²®² ¬­®-

¦¨²¥«¼ ®¶¥­¨¢ ¥²±¿ ª ª 1. � §®­¥ ±²®¿·¥© ¢®«­», £¤¥ ­ ª« ¤»¢ ¾²±¿

¡¥£³¹¨¥ ¢ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»µ ­ ¯° ¢«¥­¨¿µ ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»¥ ¢®«­»,

¯®«¥ ±ª®°®±²¥© ¯°¨­¨¬ ¥² ¢¨¤

�

z

(x; z; t) = 2(1� z

2

)

2

[c

1

(k

m

) + (1 + z)c

2

(k

m

)]�

��

0

(k

m

) cosk

m

x exp(i!

m

t): (74)

�®®²­®¸¥­¨¥ (74), ± ³·¥²®¬ ­ ©¤¥­­»µ §­ ·¥­¨© ª®½´´¨¶¨¥­²®¢, § ¯¨-

±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

�

z

(x; z; t) = 2�

0

(k

m

)�

z

(z) cos(k

m

x) exp(i!

m

t);

�

z

(z) = �105(1� z

2

)

2

(1� 1:124z):

�° ¢ ¿ · ±²¼ ¯®±«¥¤­¥£® ³° ¢­¥­¨¿ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼ ¯°¨ z = 0:89.

� ©¤¥­­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±ª®°®±²¨ ¯® £«³¡¨­¥ ®¯¨±»¢ ¥² ¤¢³µ¿°³±­®¥

ª®­¢¥ª²¨¢­®¥ ª®«¥¡ ²¥«¼­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥, ¯®ª § ­­®¥ ­  °¨±. 2. �¢³µ¿°³±-

­»© µ ° ª²¥° ª®­¢¥ª¶¨¨ ±¢¿§ ­ ± ¡®«¼¸¨¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨ ¯ ° ¬¥²°  �­-

¤° ¤¥ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ± ¡®«¼¸¨¬¨ ½´´¥ª²¨¢­»¬¨ ¢¿§ª®±²¿¬¨ ¢ ¢¥°µ-

­¨µ ±«®¿µ ¬ ­²¨©­®© «¨²®±´¥°» ¯®¤ £° ­¨¶¥© �®µ®. � «¨²®±´¥°¥ °¥ -

«¨§³¥²±¿ ² ª®¥ ª®­¢¥ª²¨¢­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¢ ±«®¿µ ± ¢»±®ª®©

½´´¥ª²¨¢­®© ¢¿§ª®±²¼¾ ±ª®°®±²¼ ¬ « . �®±ª®«¼ª³ ±ª®°®±²¼ ­  £° ­¨¶¥
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�¨±. 2. � °²¨­  ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ²¥·¥­¨© ¢ «¨²®±´¥°¥ (­  °¨±. ¯®ª -

§ ­» «¨­¨¨ ²®ª ). � ¯° ¢«¥­¨¿ ²¥·¥­¨© ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨ ¬¥­¿¾²±¿

�®µ® ¬ « , ±ª ·®ª ¯«®²­®±²¨ ­  ½²®© £° ­¨¶¥ ±« ¡® ¢«¨¿¥² ­  ª®­¢¥ª-

²¨¢­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥, ¨ ¥£® ¬®¦­® ­¥ ³·¨²»¢ ²¼.

� ­³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯® 1= §¥¬­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ­¥ ¤¥´®°¬¨°®-

¢ ­ . � ¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯® 1= , ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ (48), ¢ §®­¥ ±²®¿·¥©

¢®«­»

�(x; t) = � cos k

m

x exp(i!

m

t);

(75)

� = 2�

0

(k

m

)

(i!

m

)

�2=3

 

�

1 +

�

3

k

4

m

4

�

�gd

�

�

a(1)

�

D

3

k

2

� 3D

�

+(Da)

D

2

+ k

2

k

2

�

�

z

(z)j

z=1

;

£¤¥ ¬­®¦¨²¥«¼ 2 ¯®¿¢«¿¥²±¿ §  ±·¥² ­ «®¦¥­¨¿ ¡¥£³¹¨µ ¢®«­ ¨ ®¡° §®-

¢ ­¨¿ ±²®¿·¥© ¢®«­» (²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­®£® ª®«¥¡ ­¨¿). � ¬¥²¨¬, ·²®

1 +

�

3

k

4

m

4

�

�gd

� 1:5: (76)

�®£« ±­® (75), � ­¥ § ¢¨±¨² ®² ²° ­±¯®°²­®£® ª®½´´¨¶¨¥­²  �. �®¤-

±² ¢«¿¿ (75) ¢ (47) ¨ ¨­²¥£°¨°³¿, ­ µ®¤¨¬ ²®«¹¨­³ ®± ¤ª®¢ ¢ ±°¥¤­¥©

· ±²¨ ¡ ±±¥©­ , ­ ª®¯«¥­­»µ §  ¯®«³¯¥°¨®¤, ª®£¤  ¯°®¨±µ®¤¨² ®¯³±ª -

­¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¨ ±¥¤¨¬¥­² ¶¨¿ (� = �

s

):

�h =

2�

s

k

2

m

!

m

j�j � 12:2j�j: (77)

� ±«¥¤³¾¹¨© ¯®«³¯¥°¨®¤, ª®£¤  � = �

er

¨ ¯°®¨±µ®¤¨² ½°®§¨¿, ¬ « ¿

· ±²¼ ­ ª®¯«¥­­»µ ®± ¤ª®¢ (�

er

� �

s

) ±­¨¬ ¥²±¿.
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� ª ±«¥¤³¥² ¨§ (73), ¤«¿ l = 1=2 (¸¨°¨­  ­ · «¼­®£® ¢®§¬³¹¥­¨¿

200 ª¬)

�

0

(k

m

) � 0:12�

0

: (78)

�§ ³° ¢­¥­¨© (75){(78) ±«¥¤³¥²

j�j � 0:33�

0

; �h � 4�

0

; jU j � 1:75�

0

: (79)

� ¢¥­±²¢  (79) ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ¤«¿ ­ ª®¯«¥­¨¿ ±«®¿ ®± ¤ª®¢ ²®«-

¹¨­®© 1 ª¬ §  ¯®«³¯¥°¨®¤ ª®«¥¡ ­¨¿ ­¥®¡µ®¤¨¬® ­ · «¼­®¥ ¢®§¬³¹¥­¨¥

°¥«¼¥´  ¯®°¿¤ª  250 ¬. �°¨ ½²®¬  ¬¯«¨²³¤  ¢¥°²¨ª «¼­®£® ±¬¥¹¥­¨¿

­  £«³¡¨­¥ 200 ª¬ (z = 0) ±®±² ¢«¿¥² 425 ¬,    ¬¯«¨²³¤  ª®«¥¡ ­¨© §¥¬-

­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¯®°¿¤ª  82.5 ¬. �¬¯«¨²³¤  ª®«¥¡ ­¨© £®°¨§®­² «¼­»µ

±¬¥¹¥­¨© §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨, ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ (44), ¯°¥­¥¡°¥¦¨¬® ¬ « 

(­  ²°¨ ¯®°¿¤ª  ­¨¦¥, ·¥¬  ¬¯«¨²³¤  ¢¥°²¨ª «¼­»µ ±¬¥¹¥­¨© §¥¬­®©

¯®¢¥°µ­®±²¨).

�²¨ °¥§³«¼² ²» ¯®«³·¥­» ¤«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  µ®«®¤­ ¿ °¥®«®£¨·¥±ª¨

­¥®¤­®°®¤­ ¿ ¢¥°µ­¿¿ ¯« ±²¨­ , ²®­ª ¿ ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± «¨²®±´¥°®©,

¨¬¥¥² ²®«¹¨­³ ¯®°¿¤ª  45 ª¬. �¥°µ­¨© ±«®© ²®«¹¨­®© ¯®°¿¤ª  35 ª¬

{ ³¯°³£¨© (¢ ½²®¬ ±«®¥ ¯ ° ¬¥²° �­¤° ¤¥ ®·¥­¼ ¢¥«¨ª, ¨ ¬®¦­® ¯°¥-

­¥¡°¥·¼ ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬¨ ¯®«§³·¥±²¨). �¨¦­¨© ±«®© ¨¬¥¥² ²®«¹¨­³ ¯®-

°¿¤ª  10 ª¬, ¢ ½²®¬ ±«®¥ ¯ ° ¬¥²° �­¤° ¤¥ §­ ·¨²¥«¼­® ¯°¥¢®±µ®¤¨²

¥£® §­ ·¥­¨¿ ¢ ¯®¤±²¨« ¾¹¥© «¨²®±´¥°¥, ­® ­¥¤®±² ²®·­® ¢¥«¨ª ¤«¿

²®£®, ·²®¡» ³·¨²»¢ ²¼ ³¯°³£®±²¼.

�±«¨ ­¥ ¢ª«¾· ²¼ ­¨¦­¨© 10-ª¨«®¬¥²°®¢»© ±«®© ¢ ¢¥°µ­¾¾ ¯« -

±²¨­³,   ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¥£® ª ª · ±²¼ ª®­¢¥ª²¨°³¾¹¥© «¨²®±´¥°», ²®

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±ª®°®±²¨, ¯®«³·¥­­®¥ ¢ ­³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯® 1= , ±®-

µ° ­¿¥² ±¢®© ¢¨¤; ¨§£¨¡­ ¿ ¦¥±²ª®±²¼ ¯« ±²¨­» ²®¦¥ ¯®·²¨ ­¥ ¬¥­¿-

¥²±¿, ®±² ¾²±¿ ¢ ±¨«¥ ¨ ±®®²­®¸¥­¨¿ (76){(78). �® ¯ ° ¬¥²° �­¤° ¤¥

­  ¢¥°µ­¥© £° ­¨¶¥ ª®­¢¥ª²¨°³¾¹¥© «¨²®±´¥°»,  , ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¨

a(1) ¢ ³° ¢­¥­¨¨ (75) ¢®§° ±² ¥² ¢ 4.3 ° § . � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢¬¥±²® (79)

¯®«³· ¥¬

j�j � 1:4�

0

; �h � 17�

0

; jU j � 1:75�

0

:

�®£¤  ¤«¿ ¯®«³·¥­¨¿ 1 ª¬ ®± ¤ª®¢ ²°¥¡³¥²±¿ ­ · «¼­®¥ ¢®§¬³¹¥­¨¥ °¥-

«¼¥´  ¯®°¿¤ª  60 ¬,  ¬¯«¨²³¤  ª®«¥¡ ­¨© ¢¥°²¨ª «¼­»µ ±¬¥¹¥­¨© ­ 

£«³¡¨­¥ 200 ª¬ ±®±² ¢«¿¥² 100 ¬,    ¬¯«¨²³¤  ª®«¥¡ ­¨© §¥¬­®© ¯®-

¢¥°µ­®±²¨ 82 ¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±¬¥¹¥­¨¿ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¨¬¥¾² ²®² ¦¥

¯®°¿¤®ª, ·²® ¨ ±¬¥¹¥­¨¿ ¢ £«³¡¨­¥ ª®­¢¥ª²¨°³¾¹¥© «¨²®±´¥°». �«¥¤®-

¢ ²¥«¼­®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¥ ²¢¥°¤®© £° ­¨¶» ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®

­¥¯°¨¬¥­¨¬®.
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� ª«¾·¥­¨¥

�¾¡®¥ ¬ «®¥ ¢®§¬³¹¥­¨¥ °¥«¼¥´  §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ (¨«¨ ²¥¬¯¥-

° ²³°» ¢ «¨²®±´¥°¥) £¥­¥°¨°³¥² ¬ «®- ¬¯«¨²³¤­»¥ ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢-

­»¥ ¢®«­». �«¿ ®¡º¿±­¥­¨¿ ®¡° §®¢ ­¨¿ ¨ ½¢®«¾¶¨¨ ®± ¤®·­»µ ¡ ±±¥©-

­®¢ ­³¦­» ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»¥ ¢®«­» ± ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨¬¨  ¬¯«¨-

²³¤ ¬¨. � ª¨¥ ¢®«­» ¢®§¡³¦¤ ¾²±¿ ¡®«¼¸¨¬¨ ­ · «¼­»¬¨ ¢®§¬³¹¥­¨-

¿¬¨, ¯°®¨±µ®¦¤¥­¨¥ ª®²®°»µ ¬®¦­® ±¢¿§ ²¼ ± ¯®¤­¿²¨¿¬¨ ¢ ®°®£¥­­»µ

¯®¿± µ, ®ª°³¦ ¾¹¨µ ª° ²®­». �®¦­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ½²¨ ¯®¤­¿²¨¿

¢»§¢ ­» ±²®«ª­®¢¥­¨¥¬ ª ª¨µ-«¨¡® ¤¢³µ ª®­²¨­¥­² «¼­»µ «¨²®±´¥°-

­»µ ¯«¨² [10]. �°¨ ² ª®¬ ±²®«ª­®¢¥­¨¨ ¨§¬¥­¿¥²±¿ ¢±¿ £«®¡ «¼­ ¿ ª °-

²¨­  ¤¢¨¦¥­¨© «¨²®±´¥°­»µ ¯«¨²,   ­  £° ­¨¶ µ ¬¥¦¤³ ª®­²¨­¥­² «¼-

­»¬¨ ¯«¨² ¬¨ ¢®§­¨ª ¾² ­ ¤¢¨£¨, ª®²®°»¥ ¢¥¤³² ª ³²®«¹¥­¨¾ ª®°»,

¯®¤­¿²¨¾ ¨ ®¡° §®¢ ­¨¾ £®°­»µ ¶¥¯¥© (®°®£¥­¥§³). � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ¯°®-

¨±µ®¤¨² £«®¡ «¼­ ¿ ¯¥°¥®°¨¥­² ¶¨¿ ¬ ­²¨©­»µ ²¥·¥­¨©, ¢ °¥§³«¼² ²¥

ª®²®°®© ¢®§­¨ª ¥² ­®¢ ¿ £«®¡ «¼­ ¿ ª °²¨­  ¤¢¨¦¥­¨¿ «¨²®±´¥°­»µ

¯«¨² ¨ ­ ·¨­ ¥²±¿ ­®¢»© ²¥ª²®­¨·¥±ª¨© ¶¨ª«. �¨¯¨·­ ¿ ¤«¨²¥«¼­®±²¼

² ª®£® ²¥ª²®­¨·¥±ª®£® ¶¨ª«  { ¯®°¿¤ª  200 ¬«­ «¥².

� ª¥²» ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­, ¢®§¡³¦¤ ¥¬»µ ¢ ®°®£¥­­»µ ¯®-

¿± µ, ° ±¯°®±²° ­¿¾²±¿ ¢ ª®­²¨­¥­² «¼­®© «¨²®±´¥°¥ ¯®¤ ª° ²®­®¬,

¢±²°¥· ¾²±¿ ¯®¤ ¥£® ¶¥­²° «¼­®© · ±²¼¾ ¨ ±®§¤ ¾² §®­³ ²¥°¬®ª®­-

¢¥ª²¨¢­»µ ª®«¥¡ ­¨© (±²®¿·¨µ ¢®«­) ¢ «¨²®±´¥°¥. �°¥¬¿, §  ª®²®°®¥

¯ ª¥² ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­ ¯°®µ®¤¨² ° ±±²®¿­¨¥ ¯®°¿¤ª  1000 ª¬

®² £° ­¨¶» ¤® ¶¥­²°  ª° ²®­ , { ¯®°¿¤ª  700 ¬«­ «¥², ·²® §­ ·¨²¥«¼­®

¯°¥¢»¸ ¥² ¤«¨²¥«¼­®±²¼ ²¥ª²®­¨·¥±ª®£® ¶¨ª« .

�¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»¥ ª®«¥¡ ­¨¿ ª®­²¨­¥­² «¼­®© «¨²®±´¥°» ¢»§»-

¢ ¾² ª®«¥¡ ­¨¿ §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨, ®¯³±ª ¿ ®¤­¨ °¥£¨®­» ¨ ¯®¤­¨-

¬ ¿ ¤°³£¨¥. �®£¤  °¥£¨®­ ¡³¤³¹¥£® ¡ ±±¥©­  ®¯³±ª ¥²±¿ ­¨¦¥ ³°®¢­¿

¬®°¿ ¨ § ¯®«­¿¥²±¿ ¢®¤®© ¢ ²¥·¥­¨¥ ¯®«³¯¥°¨®¤  ª®«¥¡ ­¨©, ®± ¤ª¨

­ ª ¯«¨¢ ¾²±¿. � ²¥·¥­¨¥ ±«¥¤³¾¹¥£® ¯®«³¯¥°¨®¤  ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¡ ±-

±¥©­  ¯®¤­¨¬ ¥²±¿ ¢»¸¥ ³°®¢­¿ ¬®°¿, ­® ½°®§¨¿ ±­¨¬ ¥² ²®«¼ª® ¬ -

«³¾ · ±²¼ ®± ¤ª®¢, ­ ª®¯«¥­­»µ §  ¯°¥¤»¤³¹¨© ¯®«³¯¥°¨®¤, ¯®±ª®«¼ª³

±ª®°®±²¼ ½°®§¨¨ §­ ·¨²¥«¼­® ­¨¦¥, ·¥¬ ±ª®°®±²¼ ±¥¤¨¬¥­² ¶¨¨. �®-

«³¤«¨­  ¢®«­» ²®£® ¦¥ ¯®°¿¤ª , ·²® ¨ ²¨¯¨·­»© ° §¬¥° ¡ ±±¥©­ ,  

¯¥°¨®¤ ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ª®«¥¡ ­¨© ²®£® ¦¥ ¯®°¿¤ª , ·²® ¨ ¤«¨²¥«¼-

­®±²¼ ¬¥£ ¶¨ª«  ¢ ®± ¤ª®­ ª®¯«¥­¨¨. �®½²®¬³ ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»¥ ª®-

«¥¡ ­¨¿ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¬¥µ ­¨§¬ ®¡° §®¢ ­¨¿ ¨ ½¢®«¾¶¨¨

®± ¤®·­»µ ¡ ±±¥©­®¢ ­  ª®­²¨­¥­² «¼­»µ ª° ²®­ µ.

�®¬¨¬® ·¨±«  �½«¥¿, § ¤ ·  ¨¬¥¥² ¥¹¥ ®¤¨­ ¡¥§° §¬¥°­»© ¯ ° -

¬¥²°. �²®² ¯ ° ¬¥²° ¯°®¯®°¶¨®­ «¥­ ¢¥«¨·¨­¥ °¥®«®£¨·¥±ª®£® ¯ ° -

¬¥²°  �­¤° ¤¥ ­  ¢¥°µ­¥© £° ­¨¶¥, µ ° ª²¥°¨§³¥² ¯®¤¢¨¦­®±²¼ ¢¥°µ-
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­¥© £° ­¨¶» ¨ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ª ª ¬ «»© ¯ ° ¬¥²° ¯°¨ °¥¸¥­¨¨ § ¤ ·¨.

� ­³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯® ½²®¬³ ¬ «®¬³ ¯ ° ¬¥²°³ ¢¥°µ­¿¿ £° ­¨¶ 

®±² ¥²±¿ ­¥¯®¤¢¨¦­®© ¯°¨ ª®­¢¥ª²¨¢­®¬ ¤¢¨¦¥­¨¨ ¢ «¨²®±´¥°¥. �¬¥-

¹¥­¨¥ £° ­¨¶» (58) ­ ©¤¥­® ¢ ¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯® ¬ «®¬³ ¯ ° -

¬¥²°³ ¨ § ¢¨±¨² ®² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±ª®°®±²¨ ¨ °¥®«®£¨·¥±ª®£® ¯ ° ¬¥-

²°  ¯® £«³¡¨­¥ ²®­ª®£® ±«®¿, ¯°¨¬»ª ¾¹¥£® ª ¢¥°µ­¥© £° ­¨¶¥. �±«¨

±¨«¼­® (­® ­¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ ­  2 ¯®°¿¤ª ) ³¢¥«¨·¨²¼ §­ ·¥­¨¥ °¥®«®£¨·¥-

±ª®£® ¯ ° ¬¥²°  ¢ ½²®¬ ²®­ª®¬ ±«®¥, ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­® ¢®§° ±² ¥² ¨

±¬¥¹¥­¨¥ £° ­¨¶», ¯®±ª®«¼ª³ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±ª®°®±²¨ ¯® £«³¡¨­¥, ª®-

²®°®¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬¥²®¤  � «¥°ª¨­ , ¯®·²¨ ­¥ ¬¥­¿¥²±¿.

(�°¨ ³¢¥«¨·¥­¨¨ °¥®«®£¨·¥±ª®£® ¯ ° ¬¥²°  ¢ ¯°¨¯®¢¥°µ­®±²­®¬ ±«®¥

¡®«¥¥ ·¥¬ ­  2 ¯®°¿¤ª  ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±ª®°®±²¨ ¯® £«³¡¨­¥ ±¨«¼­® ¨§-

¬¥­¿¥²±¿.) � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®¤¢¨¦­®±²¼ ¢¥°µ­¥© £° ­¨¶» «¨²®±´¥°»,

¢ ¢¥°µ­¨µ ±«®¿µ ª®²®°®© °¥®«®£¨·¥±ª¨© ¯ ° ¬¥²° �­¤° ¤¥ ±¨«¼­® ¢®§-

° ±² ¥², §­ ·¨²¥«¼­® ¢»¸¥, ·¥¬ ¤«¿ °¥®«®£¨·¥±ª¨ ®¤­®°®¤­®© ¬®¤¥«¨

«¨²®±´¥°». �¬¥­­® ¯®½²®¬³ ¢ ° ¬ª µ °¥®«®£¨·¥±ª¨ ®¤­®°®¤­®© ¬®-

¤¥«¨ «¨²®±´¥°» ²°¥¡³¾²±¿ ­¥°¥ «¼­® ¡®«¼¸¨¥ ­ · «¼­»¥ ¢®§¬³¹¥­¨¿

°¥«¼¥´  ¤«¿ ¢®§¡³¦¤¥­¨¿ ²¥°¬®ª®­¢¥ª²¨¢­»µ ¢®«­ ±  ¬¯«¨²³¤®©, ­¥®¡-

µ®¤¨¬®© ¤«¿ ®¡° §®¢ ­¨¿ ­ ¡«¾¤ ¥¬»µ ¡ ±±¥©­®¢,   ¢ °¥®«®£¨·¥±ª¨ ­¥-

®¤­®°®¤­®© «¨²®±´¥°¥ ­³¦­» ­ · «¼­»¥ ¢®§¬³¹¥­¨¿ °¥«¼¥´  ¯®°¿¤ª 

1 ª¬. �°³£ ¿ ®±®¡¥­­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ °¥®«®£¨¨ ¯® £«³¡¨­¥ { ±ª ·ª®-

®¡° §­®¥ ¢®§° ±² ­¨¥ °¥®«®£¨·¥±ª®£® ¯ ° ¬¥²°  ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ª®°»

ª ¬ ­²¨¨ ­  £° ­¨¶¥ �®µ® { ¯°¨¢®¤¨² ª ¤¢³µ¿°³±­®¬³ ª®­¢¥ª²¨¢­®¬³

¤¢¨¦¥­¨¾ ¢ «¨²®±´¥°¥.

� ±²®¿¹ ¿ ° ¡®²  ¢»¯®«­¥­  ¯°¨ ¯®¤¤¥°¦ª¥ �®±±¨©±ª®£® ´®­¤ 

´³­¤ ¬¥­² «¼­»µ ¨±±«¥¤®¢ ­¨© (¯°®¥ª² N 03-05-64242).
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