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�¥¦¤³ °®¤»© ¨±²¨²³² ²¥®°¨¨ ¯°®£®§  §¥¬«¥²°¿±¥¨©

¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© £¥®´¨§¨ª¨ �®±±¨©±ª®©  ª ¤¥¬¨¨  ³ª, �®±ª¢ 

2

�¨ ±®¢ ¿  ª ¤¥¬¨¿ ¯°¨ �° ¢¨²¥«¼±²¢¥ �®±±¨©±ª®© �¥¤¥° ¶¨¨, �®±ª¢ 

� ±±¬®²°¥  ¬®¤¥«¼  ª®¯«¥¨¿ ¯¥±ª  ¤¢³¬¥°®© °¥¸¥²ª®© ± ®²ª°»²®© £° ¨¶¥©.

�° ´¨ª¨ ¯®¢²®°¿¥¬®±²¨, ¯®±²°®¥»¥ ¤«¿ °¥¸¥²®ª ° §«¨·»µ ° §¬¥°®¢, ±®¢¯ ¤ ¾²

  ¡®«¼¸¥© · ±²¨ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿, ¥±«¨ ®±¼ ° §¬¥°®¢ ®°¬¨°®¢   ¯«®¹ ¤¼¾

°¥¸¥²ª¨ L

2

. �°³¯¥©¸¨¥ « ¢¨» ¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±´®°¬³«¨°®¢ ®¬³ § ª®³. �µ

¤®«¿ ¥ § ¢¨±¨² ®² L,   ° §¬¥° ¥®£° ¨·¥® ¢®§° ±² ¥² ¢ ®°¬¨°®¢ »µ ¥¤¨¨¶ µ

± ³¢¥«¨·¥¨¥¬ L. �ª®°®±²¼ °®±²  ®¶¥¥  ± ¯®¬®¹¼¾ ª®¬¯¼¾²¥°®£® ½ª±¯¥°¨¬¥² .

�°¥¤¿¿ ¯«®²®±²¼ ¯¥±·¨®ª ®¯°¥¤¥«¥  ª®°°¥ª²®, ¥±¬®²°¿   ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ° -

±²³¹¨µ ¯® L « ¢¨. �  ±µ®¤¨²±¿ ¯® ¬¥°¥ ª ¥ª®²®°®© ª®±² ²¥ ¯°¨ L ! 1 ª ª

±²¥¯¥� ¿ ´³ª¶¨¿.

ON TOTALITY OF THE STRONGEST EVENTS

IN THE SAND-PILE
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1;2

, M.G. SHNIRMAN
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2
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Bak et al's sand-pile is considered. A two-dimensional square lattice with open bound-

ary accumulates particles. Constructed for the lattices of di�erent areas, size-frequency

relation graphs coincide on the signi�cant part of the domain of de�nition if size axis is

normalized by the lattice area L

2

. The strongest avalanches do not satisfy the law in

question. Their fraction does not depend on L while their size in the normalized units

comes arbitrarily close to in�nity as L goes up. The velocity of the growth is estimated

due to computer simulations. An average density of sand is well posed despite there exist

avalanches whose size grows with L. The average density tends to its limit (as L ! 1)

as a power function does.

c
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�¢¥¤¥¨¥

�®¤¥«¼  ª®¯«¥¨¿ ¯¥±ª 

1

, ¢¢¥¤¥ ¿ � ª®¬ ¨ ¤°. ¢ ° ¡®²¥ [1] ¢

1987 £®¤³, ¤® ±¨µ ¯®° ¯®¤¢¥°£ ¥²±¿ ²¹ ²¥«¼®¬³   «¨§³. � ¬®¤¥«¨

¯¥±·¨ª¨  ª ¯«¨¢ ¾²±¿ ¢ ª¢ ¤° ²®© °¥¸¥²ª¥ ¨, ª®£¤  ¨µ ±² ®¢¨²±¿

±«¨¸ª®¬ ¬®£®, ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¯® ®¯°¥¤¥«¥»¬ ¯° ¢¨« ¬. �°®-

¶¥±± ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯¥±ª   §»¢ ¥²±¿ « ¢¨®©. �° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿

¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ \®²ª°»²»¬¨", ².¥. ¯¥±·¨ª¨, ¤®±²¨£ ¿ ª° ¿ °¥¸¥²ª¨,

¯®ª¨¤ ¾² ¥¥.

�®¦¥±²¢® ° ¡®² ¯®±¢¿¹¥» ±¢®©±²¢ ¬ ¬®¤¥«¨  ª®¯«¥¨¿ ¯¥±ª ,

¨±±«¥¤®¢ » ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ±²¥¯¥�»¥ § ª®», ¢¢¥¤¥® ¯®¿²¨¥ ± ¬®®°-

£ ¨§³¾¹¥©±¿ ª°¨²¨·®±²¨ [2{4]. �®¿²¨¥ ± ¬®®°£ ¨§³¾¹¥©±¿ ª°¨-

²¨·®±²¨ ±²°®£® ¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿, ® ®¡º¿±¿¥²±¿ ª ª ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥

±¢®©±²¢ ±¨±²¥¬», ¥ ²°¥¡³¾¹¨µ ±¯¥¶¨ «¼®©  ±²°®©ª¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬®-

¤¥«¨. � «¨§ ¯®¢¥¤¥¨¿ ± ¬®®°£ ¨§³¾¹¨µ±¿ ±¨±²¥¬  µ®¤¨² ¯° ª²¨-

·¥±ª®¥ ¯°¨¬¥¥¨¥,  ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ¤¨ ¬¨ª¨ §¥¬«¥²°¿±¥¨©

[5], £¥®¬ £¨²®£® ¤¨ ¬® [6] ¨ ´¨ ±®¢»µ °»ª®¢ [7, 8].

�±²¥±²¢¥® ¢®§¨ª ¥² ¢®¯°®± ® °®«¨ ª°³¯¥©¸¨µ « ¢¨, ª®²®°»¥

¬®£³² ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼±¿ ª ª §¥¬«¥²°¿±¥¨¿. � ° ¡®²¥ [9]  ©¤¥»

¯°¥¤¢¥±²¨ª¨ ª°³¯¥©¸¨µ « ¢¨ (§¥¬«¥²°¿±¥¨©) ¢ ¬®¤¥«¨  ª®¯«¥¨¿

¯¥±ª . �±² ®¢«¥®, ·²® ¤«¿ ®±² «¼»µ « ¢¨ ½²¨ ¯°¥¤¢¥±²¨ª¨ ¥½´-

´¥ª²¨¢». �®§¬®¦    «®£¨¿ ± ¯°®£®§®¬ §¥¬«¥²°¿±¥¨©, £¤¥ ª°³¯-

¥©¸¨¥ §¥¬«¥²°¿±¥¨¿ ¨£° ¾² ®±®¡³¾ °®«¼ ¨, ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, «³·¸¥ ¯°®-

£®§¨°³¾²±¿. �² ª, ¨§³·¥¨¥ ±¢®©±²¢ ª°³¯¥©¸¨µ ±®¡»²¨© ¢ ¬®¤¥«¨

 ª®¯«¥¨¿ ¯¥±ª  ¬®¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ ª ±®§¤ ¨¾ ®¢»µ  «£®°¨²¬®¢ ¯°®-

£®§  ª°³¯¥©¸¨µ §¥¬«¥²°¿±¥¨©.

�  ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥ ¨±±«¥¤³¾²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  « ¢¨

¯°¨ ±²°¥¬¿¹¥©±¿ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨ ¤«¨¥ L ±²®°®» ª¢ ¤° ²®© °¥-

¸¥²ª¨. �®°®¸® ¨§¢¥±²®, ·²® ¬ ±¸² ¡¨°³¾¹¨© ª®½´´¨¶¨¥², ³±² -

 ¢«¨¢ ¾¹¨© ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ° §¬¥° ¬¨ « ¢¨, ¯°®¨§®¸¥¤¸¨µ  

° §»µ °¥¸¥²ª µ, ¯°®¯®°¶¨® «¥ ¯«®¹ ¤¨ °¥¸¥²ª¨. �´®°¬³«¨°®¢ -

®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ « ¢¨, ° §¬¥° ª®²®°»µ ¬¥¼¸¥ ¥ª®-

²®°®£® s

�

� L

2

.

�®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ° §¬¥° ¬¨ « ¢¨   °¥¸¥²ª µ ° §«¨·»µ ° §-

¬¥°®¢ ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ² ª, ·²®¡» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¤°³£ ¤°³£³ « ¢¨»

±®±² ¢«¿«¨ ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ¤®«¾ � « ¢¨ ¢ ª ² «®£¥. �®£¤  ¬ ±¸² ¡¨°³-

¾¹¨© ª®½´´¨¶¨¥² ¤«¿ ª°³¯»µ (s > s

�

) « ¢¨ ¯°®¯®°¶¨® «¥ L

2+�

,

£¤¥ � ¿¢«¿¥²±¿ ´³ª¶¨¥© ®² ¤®«¨ �.

1

sand-pile ¢  £«®¿§»·®© «¨²¥° ²³°¥



260 �¥©±¬¨·®±²¼, ¯°®£®§ ¨ ¬®¤¥«¨

� ®²«¨·¨¥ ®² ®²¤¥«¼»µ « ¢¨, ±°¥¤¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ±®¢®ª³¯®-

±²¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ « ¢¨  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ³±²®©·¨¢» ¯°¨ ¡®«¼¸®¬

° §¬¥°¥ °¥¸¥²ª¨. �±±«¥¤®¢ ²¥«¨ ³ª §»¢ «¨, ·²® ±°¥¤¿¿ ¯«®²®±²¼

¯¥±·¨®ª ±² ¡¨«¨§¨°³¥²±¿ [10]. � ¯®¬®¹¼¾ ª®¬¯¼¾²¥°®£® ½ª±¯¥°¨-

¬¥²   ¬¨ ¯°®¢¥°¥®, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±µ®¤¨¬®±²¼ ¯«®²®±²¨ ¯® ¬¥°¥

¨ ®¶¥¥  ±ª®°®±²¼ ½²®© ±µ®¤¨¬®±²¨.

� ° §¤¥«¥ 1 ®¯¨±   ¬®¤¥«¼,  µ®¦¤¥¨¾ ¬ ±¸² ¡¨°³¾¹¥£® ª®½´-

´¨¶¨¥²  ¤«¿ ª°³¯»µ ±®¡»²¨© ¯®±¢¿¹¥ ° §¤¥« 2, ¢ ° §¤¥«¥ 3 ³±² -

®¢«¥  ±µ®¤¨¬®±²¼ ¯«®²®±²¨ ¯¥±·¨®ª. �±®¢»¥ ¢»¢®¤» ±¤¥« » ¢

§ ª«¾·¥¨¨.

�®¤¥«¼

�®¤¥«¼, ®¯¨±  ¿ ¢ ½²®¬ ° §¤¥«¥, ®¯°¥¤¥«¥  ¢ ° ¡®²¥ [2]. �¢ -

¤° ² ¿ °¥¸¥²ª 

�

(i; j)

	

n

i;j=1

 ª ¯«¨¢ ¥² ¯¥±·¨ª¨. �  · «¼»© ¬®-

¬¥² ¢°¥¬¥¨ ¢ ª ¦¤®© ª«¥²ª¥ (i; j) °¥¸¥²ª¨  µ®¤¨²±¿ ¥ª®²®°®¥ ¶¥«®¥

·¨±«® h

ij

¯¥±·¨®ª. �¨±«  h

ij

° ¢» 0, 1, 2 ¨«¨ 3. �¨ ¬¨ª  ±¨±²¥¬»

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® ±«¥¤³¾¹¨¬ ¯° ¢¨« ¬. � ª ¦¤»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ ¢

±«³· ©® ¢»¡° ³¾ ª«¥²ª³ (i; j) ¤®¡ ¢«¿¥²±¿ ¯¥±·¨ª :

h

ij

�! h

ij

+ 1: (1)

�±«¨ ¯®«³·¥®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¯¥±·¨®ª ®ª §»¢ ¥²±¿ ¬¥¼¸¥ ·¥²»°¥µ, ²®

¢ ½²®² ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ ¡®«¼¸¥ ¨·¥£® ¥ ¯°®¨±µ®¤¨². �±«¨ ¯®«³·¥-

®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¯¥±·¨®ª ®ª §»¢ ¥²±¿ ° ¢»¬ ·¥²»°¥¬, ²® ¯¥±·¨ª¨

¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¿¾²±¿: ·¨±«® ¯¥±·¨®ª ¢ ª«¥²ª¥ (i; j) ±² ®¢¨²±¿ ° ¢»¬

³«¾,   ª ¦¤ ¿ ¨§ ·¥²»°¥µ ±®±¥¤¨µ ª«¥²®ª ¯®«³· ¥² ¯® ®¤®© ¯¥±·¨ª¥

h

ij

�! h

ij

� 4;

h

i�1;j

�! h

i�1;j

+ 1; h

i;j�1

�! h

i;j�1

+ 1:

(2)

�±«¨ ª«¥²ª  (i; j)  µ®¤¨²±¿   £° ¨¶¥ (¢ ³£«³) °¥¸¥²ª¨, ²® ®¤  (¤¢¥)

¯¥±·¨ª¨ ¤¨±±¨¯¨°³¥². � °¥§³«¼² ²¥ ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯® ´®°¬³« ¬

(2) ®¢»¥ ª«¥²ª¨ ¬®£³² ±®¤¥°¦ ²¼ ·¥²»°¥ ¯¥±·¨ª¨. �®£¤  ¯¥°¥° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯® ´®°¬³«¥ (2) ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ±³¹¥±²¢³¾²

ª«¥²ª¨ °¥¸¥²ª¨, ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ·¥²»°¥ ¯¥±·¨ª¨.

�°®¶¥±± ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯¥±ª   §»¢ ¥²±¿ « ¢¨®©. � §¬¥°®¬ « -

¢¨»  §»¢ ²¥±¿ ª®«¨·¥±²¢® ª«¥²®ª °¥¸¥²ª¨, ¨¬¥¢¸¨µ ·¥²»°¥ ¯¥±·¨ª¨

¢® ¢°¥¬¿ ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯¥±ª . �«¥²ª¨ ¯®¤±·¨²»¢ ¾²±¿ ± ³·¥²®¬

ª° ²®±²¨.
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�°³¯»¥ « ¢¨»   °¥¸¥²ª µ ° §«¨·»µ ° §¬¥°®¢

� ² «®£®¬ K

L

 §»¢ ¥²±¿ ±®¢®ª³¯®±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ « ¢¨,

¯°®¨§®¸¥¤¸¨µ   ¥ª®²®°®¬ ¢°¥¬¥�®¬ ¨²¥°¢ «¥ [t

�
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L

+ V
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°¥¸¥²ª¥ ° §¬¥°  L � L. �¨±«  t

�

L
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L
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L
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¨ V

L
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2

).

�§ ° ¡®²» [2] ±«¥¤³¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ·¨±«® s

�

� L

2

, ·²®

ª®«¨·¥±²¢® « ¢¨ ° §¬¥°  s ¯°¨ s < s

�

¯°®¯®°¶¨® «¼® s

��

, £¤¥

� > 0 { ¥ª®²®°®¥ § ¢¨±¿¹¥¥ ®² L ·¨±«®, ¡«¨§ª®¥ ª ¥¤¨¨¶¥.

�¨±. 1. �®°¬¨°®¢ »© £° -

´¨ª ¯®¢²®°¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ²°¥µ

§ ·¥¨© ¤«¨» °¥¸¥²ª¨ L;
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y
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�¤¥« ®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¨««¾±²°¨°³¥² °¨±. 1. � ¢¨» ±®°²¨°®¢ »

¯® ¨²¥°¢ « ¬, ¨¬¥¾¹¨¬ ®¤¨ ª®¢³¾ ¤«¨³ ¢ «®£ °¨´¬¨·¥±ª®¬ ¬ ±-
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1

(  °¨±. 1 z

1
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L

(z
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1
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L
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�

z
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(s) � s

��+1

; s < s

�

: (3)

�° ´¨ª § ¢¨±¨¬®±²¨ ´³ª¶¨¨ Q

L

(s) ®² s  §»¢ ¥²±¿ £° ´¨ª®¬ ¯®-

¢²®°¿¥¬®±²¨.

� ±¸² ¡ £®°¨§®² «¼®© ®±¨   °¨±. 1, ¯°®¯®°¶¨® «¼»© S=L

2

,

¯°¨¢®¤¨² ª ²®¬³, ·²® \¯«®±ª¨¥ ³· ±²ª¨\ £° ´¨ª®¢  µ®¤¿²±¿ ®¤¨ ¯®¤

¤°³£¨¬. �®«¥¥ ²®£®, ´®°¬³«  (3) ¢¥°    ¨²¥°¢ «¥ [s

0

; s

�

], £¤¥ s

0

§ -

¢¨±¨² ®² L ±«®¦»¬ ®¡° §®¬,   s

�

� L

2

. �®¢¯ ¤¥¨¥ £° ´¨ª®¢ Q

L

(s)

¯°®¨±µ®¤¨², ±®£« ±® [10], ¥±«¨ ¬ ±¸² ¡ ¢¥°²¨ª «¼®© ®±¨ ¯°®¯®°¶¨®-

 «¥ Q

L

(s)=L

�

, £¤¥ � � 1:65
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� ¢¨   §»¢ ¥²±¿ ª°³¯®©, ¥±«¨ ¥¥ ° §¬¥° ¡®«¼¸¥, ·¥¬ s

�

. � ¯°®-

²¨¢®¬ ±«³· ¥ « ¢¨   §»¢ ¥²±¿ ¥ª°³¯®©. � ¬¥²¨¬, ·²® ¤ »µ,

¯°¥¤±² ¢«¥»µ   °¨±. 1, ¥¤®±² ²®·®, ·²®¡» ±¤¥« ²¼ ¢»¢®¤ ® ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¨ ª°³¯»µ « ¢¨.

�  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¥ª°³¯»¥ « ¢¨» ±®±°¥¤®²®·¥» ¢³²°¨ °¥¸¥²ª¨,

®¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥ ±¢¿§ » ± ¤¨±±¨¯ ¶¨¥© ¯¥±·¨®ª   £° ¨¶¥. �²®¡»

¢ ½²®¬ ³¡¥¤¨²¼±¿ ° ±±¬®²°¨¬ ¤°³£®© ¥±²¥±²¢¥»© ±¯®±®¡ ®¯°¥¤¥«¥¨¿

ª°³¯»µ « ¢¨.

� ±±¬®²°¨¬ ±°¥¤¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ¯¥±·¨®ª, ¤¨±±¨¯¨°®¢ ¢¸¨µ ¢® ¢°¥¬¿

« ¢¨ ®¯°¥¤¥«¥®£® ° §¬¥° . �¨ª±¨°³¥¬ ¥ª®²®°®¥ ¬ «®¥ z

2

(¢ ¢»·¨-

±«¥¨¿µ z

2

= 10

0:1

). �³±²¼ l(L; z

k

2

) ®¯°¥¤¥«¥® ¤«¿ ¢±¥µ  ²³° «¼»µ

·¨±¥« L ¨ k ª ª ±°¥¤¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ¯¥±·¨®ª, ¯®ª¨³¢¸¨µ °¥¸¥²ª³ ¢®

¢°¥¬¿ « ¢¨, ª®²®°»¥

�  µ®¤¿²±¿ ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ª ² «®£¥ K

L

,

� ¨¬¥¾² ° §¬¥° s 2

�

z

k�0:05

2

; z

k+0:05

2

�

.

�®£¤  ¯°¨ ° §«¨·»µ ´¨ª±¨°®¢ »µ L ´³ª¶¨¿ l(L; �) ¬¥¤«¥® ¢®§-

° ±² ¥² ¯® ¢²®°®© ¯¥°¥¬¥®© ¯°¨ s < s

�

¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±²¥¯¥�®¬³

§ ª®³

l(L; s) � Cs

'

; s > s

�

; (4)

£¤¥ ' � 1:1 ¨ ª®±² ²  C > 0 ¥ § ¢¨±¨² ®² L ¨ s. �° ´¨ª¨ ´³ª-

¶¨© l(L; �) ¯°¨ ° §«¨·»µ L ¯®·²¨ ±®¢¯ ¤ ¾², ® ¯°®¤®«¦ ¾²±¿ ¢¯° ¢®

²¥¬ ¤ «¼¸¥, ·¥¬ ¡®«¼¸¥ L (°¨±. 2). �³¹¥±²¢¥®, ·²® s

�

®¤® ¨ ²® ¦¥

¢ (3) ¨ (4). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤ ®¥ ° ¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ª°³¯»µ « ¢¨

¯°¨¬¥¨¬® ² ª¦¥ ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ¤¨±±¨¯¨°®¢ ¢¸¨µ ¯¥±·¨®ª.
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�¨±. 2. �°¥¤¥¥ ª®«¨·¥±²¢® l(L; s) ¤¨±±¨¯¨°®¢ ¢¸¨µ ¯¥±·¨®ª ¢® ¢°¥¬¿ ±®¡»²¨©

° §¬¥°  s ¤«¿ ²°¥µ § ·¥¨© ¤«¨» °¥¸¥²ª¨ L
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�«¿ ª°³¯»µ « ¢¨ ¥±²¥±²¢¥® ¢¢¥±²¨ ¸ª «³ ¨µ ° §¬¥°®¢. �³±²¼

�(L; �) { ² ª®© ° §¬¥° « ¢¨, ·²® ¢±¥ ª°³¯»¥ « ¢¨», ¯®¯ ¢¸¨¥ ¢ ª -

² «®£ K

L

¨ ¨¬¥¾¹¨¥ ° §¬¥° ¡®«¼¸¨©, ·¥¬ �(L; �), ±®±² ¢«¿¾² ¤®«¾ �

±°¥¤¨ ¢±¥µ ª°³¯»µ « ¢¨ ª ² «®£ . � ¯°¨¬¥°, �(L; 1) = s

�

. �³ª¶¨¿

�(L; �) ³±²  ¢«¨¢ ¥² ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ° §¬¥° ¬¨ « ¢¨, ¯°®¨§®-

¸¥¤¸¨µ   ° §«¨·»µ °¥¸¥²ª µ.

�±±«¥¤³¥¬ ·¨±«¥®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ´³ª¶¨¨ �(L; �). �³-

¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ § ¢¨±¿¹¥¥ ®² ¤«¨» ª ² «®£  ·¨±«® �

0

= �

0

(V

L

) > 0, ·²®

¯°¨ «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ �, �

0

� � � 1, ´³ª¶¨¿ �(�; �) ¿¢«¿¥²±¿ ±²¥-

¯¥�®© ´³ª¶¨¥© ¯® L (°¨±. 3):

�(L; �) � C(�)L

2+�(�)

: (5)

�¨±. 3. � ¢¨±¨¬®±²¼ ° §¬¥° 

�(L; �) « ¢¨, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ

¤®«¾ � ª°³¯»µ « ¢¨ ª ² «®£ ,

®² ¤«¨» °¥¸¥²ª¨ L.

� ª«® b ¯°¿¬»µ (¸²°¨µ®¢»¥

«¨¨¨), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ° §-

«¨·»¬ �, ¯°¨¢¥¤¥ ¢ «¥£¥¤¥

20 40 100

1 ×10
4

2 ×10
4

3 ×10
4

4 ×10
4

5 ×10
4

L

D ( ,L d)
d b

0.005  0.60
0.02    0.45
0.1      0.38
0.3      0.20
0.5      0.14

�°¨ ª ¦¤®¬ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ L § ¢¨±¨¬®±²¼ � ®² � ±«®¦ ¿. �°¨

¬ «»µ L (°¨±. 4)

�(�) � C

1

(V

L

) ln

�

1=�

�

+ C

2

(V

L

): (6)

�¨±. 4. �³ª¶¨¨ �(�) ¯°¨ ¤«¨-

 µ °¥¸¥²ª¨ L = 60 (ª°³¦ª¨) ¨

L = 140 (ª°¥±²¨ª¨).

�° ¢¥¨¿ ¨µ «¨¥©»µ  ¯-

¯°®ª±¨¬ ¶¨© (¸²°¨µ®¢»¥ «¨-

¨¨) ¯°¨¢¥¤¥» ¢ «¥£¥¤¥

10
-2

10
-1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

d

a

-0.18 lgd + 0.18

-0.20 lgd + 0.16
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�²®¡» ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ¥° ¢¥±²¢³ (5) ¢ ª ² «®£¥, ¢ ±¨«³ ¥£® ª®¥·-

®±²¨, ¥¤®±² ²®·® « ¢¨, ®²¢¥· ¾¹¨µ ¬ «»¬ �. �®½²®¬³ �

0

§ ¢¨±¨²

®² V

L

, ¯°¨·¥¬ �

0

! 0 ¯°¨ V

L

!1.

� ¬¥²¨¬, ·²® �(�) ! 1 ¯°¨ � ! 0. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ° ±±¬®²°¨¬ °¥-

¸¥²ª³, ¢ ª ¦¤®© ª«¥²ª¥ ª®²®°®©  µ®¤¨²±¿ ²°¨ ¯¥±·¨ª¨. �®£¤  ¯°¨

¡°®± ¨¨ ¤®¯®«¨²¥«¼®© ¯¥±·¨ª¨ ¢ ¶¥²° °¥¸¥²ª¨ ¯°®¨±µ®¤¨² « ¢¨ 

± ¬®£® ¡®«¼¸®£® ° §¬¥° , ª®²®°»© ²®«¼ª® ¢®§¬®¦¥ ¢ ¬®¤¥«¨. �¥ ° §-

¬¥°, ®·¥¢¨¤®, ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ´³ª¶¨¨ �(L; �) ¯°¨ � ! 0. �®£« ±®

ª®¬¯¼¾²¥°®¬³ ½ª±¯¥°¨¬¥²³, ° §¬¥° ½²®© « ¢¨» ° ¢¥

�(L; 0) = C

3

L

3

: (7)

� ¯®¬¨¬, ·²® ±®¢¬¥¹¥¨¥ £° ´¨ª®¢ ¯®¢²®°¿¥¬®±²¨ ¥ª°³¯»µ « -

¢¨, ¯°®¨§®¸¥¤¸¨µ   °¥¸¥²ª µ ° §«¨·»µ ° §¬¥°®¢, ¯°®¨±µ®¤¨² ¯°¨

±¦ ²¨¨ ®±¨ ° §¬¥°®¢ ¢ L

2

° § (±¬. °¨±. 1). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®°¬¨°®-

¢ »© ° §¬¥° « ¢¨ s=L

2

¥ § ¢¨±¨² ®² L ¤«¿ ¥ª°³¯»µ « ¢¨, ®,

±®£« ±® (5), ¯°®¯®°¶¨® «¥ L

�(�)

¤«¿ ª°³¯»µ « ¢¨, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ

¤®«¾ � ±°¥¤¨ ¢±¥µ ª°³¯»µ « ¢¨.

�µ®¤¨¬®±²¼ ¯«®²®±²¨ ¯¥±·¨®ª

�«®²®±²¼¾ �

L

¯¥±·¨®ª  §®¢¥¬ ±°¥¤¥¥ ·¨±«® ¯¥±·¨®ª ¢ °¥¸¥²ª¥:

�

L

= L

�2

P

L

i;j=1

h

ij

. �¥«¨·¨  �

L

¿¢«¿¥²±¿ ´³ª¶¨¥© ®² ¢°¥¬¥¨ �

L

(t),

² ª ª ª ½¢®«¾¶¨®¨°³¥² ¢¬¥±²¥ ± ¯¥±·¨ª ¬¨. �³±²¼ ��

L

{ ®±°¥¤¥¨¥

´³ª¶¨¨ �

L

(t) ¯® ®²°¥§ª³ [t

�

L

; V

L

], ®¯°¥¤¥«¿¾¹¥¬³ ª ² «®£ K

L

:

��

L

= V

�1

L

t

�

L

+V

L

�1

X

t=t

�

L

�

L

(t):

�®£¤ , ¢®-¯¥°¢»µ, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ·¨±«® �

1

� 2:11, ·²® ��

L

! �

1

¯°¨ L! 1. (�¨±«® �

1

, ¯°¨¢¥¤¥®¥ ¢ [10], ° ¢® 2:12; ° §¨¶  ¢®§¨-

ª«  ¨§-§  ²®£®, ·²® ¢ [10] ¯¥±·¨ª¨ ¤®¡ ¢«¿«¨±¼ ²®«¼ª® ¢ ¶¥²° «¼³¾

· ±²¼ °¥¸¥²ª¨.) �® ¢²®°»µ, ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ±³¹¥±²¢³¾² ·¨±«  C

"

> 0

¨  � 1:15 ² ª¨¥, ·²® ¢¥°®¿²®±²¼

P

�

�

�

�

L

(t)� ��

L

�

�

> C

"

L

�

	

= "; (8)

£¤¥ C

"

¥ § ¢¨±¨² ®² L, t

�

L

¨ V

L

. �«¿ ¨««¾±²° ¶¨¨ ° ¢¥±²¢  (8) ®¡®-

§ ·¨¬ ·¥°¥§ ��(L; ") ² ª®¥ ·¨±«®, ·²® ¤®«¿ ¢°¥¬¥¨ t=V

L

, ¤«¿ ª®²®°®©

j�

L

(t) � ��

L

j > ��, ° ¢  ". � ¢¥±²¢® (8) ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® �� ³¡»¢ ¥²

¯® ¯¥°¥¬¥®© L ª ª ±²¥¯¥ ¿ ´³ª¶¨¿ ¯°¨ ° §«¨·»µ ". �ª § ®¥

±²¥¯¥®¥ ³¡»¢ ¨¥ ¢¨¤®   °¨±. 5.
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�¨±. 5. � ¢¨±¨¬®±²¼ ´³ª¶¨¨

��(L;") ®² ¤«¨» °¥¸¥²ª¨ L

¯°¨ ° §«¨·»µ ".

� ª«® b «¨¥©»µ  ¯¯°®ª-

±¨¬ ¶¨© (¸²°¨µ®¢»¥ «¨¨¨)

´³ª¶¨¨ ��(�; ") ¯°¨ ° §«¨·-

»µ " ¯°¨¢¥¤¥ ¢ «¥£¥¤¥

10
1

10
2

10
-2

10
-1

L

Dr

e b

0.05 1.168-

0.01 1.169-

0.001 1.265-

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±¥¬¥©±²¢® ¯«®²®±²¥© �

L

(t) ±µ®¤¨²±¿ ª �

1

¯® ¬¥°¥

¯°¨ L!1.

� ª«¾·¥¨¥

� ±² ²¼¥ ¨±±«¥¤®¢ « ±¼ ¬®¤¥«¼  ª®¯«¥¨¿ ¯¥±ª , ¢¢¥¤¥ ¿ � ª®¬

¨ ¤°. ¢ ° ¡®²¥ [1]. �¯°¥¤¥«¥» ª°³¯»¥ « ¢¨» ¢ ¬®¤¥«¨ ª ª « ¢¨»,

¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ±²¥¯¥®¬³ § ª®³ ³¡»¢ ¨¿ £° ´¨ª  ¯®¢²®°¿¥¬®-

±²¨. � ©¤¥   ±¨¬¯²®²¨ª  ° §¬¥°®¢ ª°³¯»µ « ¢¨ ¯°¨ ±²°¥¬¿¹¥¬±¿

ª ¡¥±ª®¥·®±²¨ «¨¥©®¬ ° §¬¥°¥ L °¥¸¥²ª¨. � · ±²®±²¨, ³±² ®-

¢«¥®, ·²® ° §¬¥° ª°³¯»µ « ¢¨, ¯°®¨§®¸¥¤¸¨µ   ° §»µ °¥¸¥²ª µ,

® ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ¤®«¾ � ±°¥¤¨ ¢±¥µ ª°³¯»µ « ¢¨, ° ±²¥²

± °®±²®¬ L ª ª L

2+�

, £¤¥ � > 0 § ¢¨±¨² ®² ¤®«¨ �.

�®«³·¥»© °¥§³«¼² ² ±®£« ±³¥²±¿ ± ³²¢¥°¦¤¥¨¥¬ ® ¥«®ª «¼®±²¨

ª°³¯»µ « ¢¨, ®¯¨± »¬ ¢ ° ¡®²¥ [10]. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ³±²° ¿¾¹ ¿

§ ¢¨±¨¬®±²¼ ®² L ®°¬¨°®¢ª  ° §¬¥°  ¥ª°³¯»µ « ¢¨ { ³¬®¦¥¨¥

  L

�2

. �¤ ª®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ®°¬¨°®¢ »© ° §¬¥° ª°³¯»µ « ¢¨

¥®£° ¨·¥® ¢®§° ±² ¥² ± °®±²®¬ L ª ª L

�

, � > 0.

�°³¯»¥ « ¢¨», ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¥ª°³¯»µ, ¿¢«¿¾²±¿ ¤¨±±¨¯ ²¨¢-

»¬¨. �¬¥® ¤¨±±¨¯ ²¨¢®±²¼, ¯® ¢¨¤¨¬®¬³, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ±¯¥¶¨ «¼-

»¥ ¬ ±¸² ¡»¥ ±¢®©±²¢  ª°³¯»µ « ¢¨ ¨ ¤ ¥² ¢®§¬®¦®±²¼ ¯°®£®-

§¨°®¢ ²¼ ª°³¯»¥ « ¢¨» ± ®¯°¥¤¥«¥®© ½´´¥ª²¨¢®±²¼¾ [9].

�¥±¬®²°¿   ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ « ¢¨ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®£® ®°¬¨°®¢ -

®£® ° §¬¥° , ¯«®²®±²¼ ¯¥±·¨®ª  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ±² ¡¨«¨§¨°³¥²±¿. �

¤ ®© ±² ²¼¥ ½²®¬³ ³²¢¥°¦¤¥¨¾ ¯°¨¤ ¥²±¿ ±²°®£¨© ±¬»±«. �¯°¥-

¤¥«¿¥²±¿ ±°¥¤¿¿ ¯«®²®±²¼ ¯¥±·¨®ª   ª ² «®£¥ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®©

¤«¨». �®£¤  ±°¥¤¿¿ ¯«®²®±²¼ ±µ®¤¨²±¿ ¯® ¬¥°¥ ª ¥ª®²®°®¬³ ¯°¥-

¤¥«¼®¬³ § ·¥¨¾ ¯°¨ L!1.
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�¢¥¤¥ ¿ ¸ª «  ° §¬¥°®¢ « ¢¨ ¯®§¢®«¿¥² ±° ¢¨¢ ²¼ ¯°®¨§¢®«¼-

»¥ ´³ª¶¨® «», ¢»·¨±«¥»¥ ¤«¿ °¥¸¥²®ª ° §«¨·»µ ° §¬¥°®¢. �®-

«³·¥»¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ¬®¤¥«¨ ¢®§¬®¦® ®ª ¦³²±¿ ¯®«¥§-

»¬¨ ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ °®¤±²¢¥»µ ¬®¤¥«¥©, ±¢¿§ »µ ± ± ¬®®°£ ¨§³¾-

¹¥©±¿ ª°¨²¨·®±²¼¾, ¨ ¯°¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨ ª°³¯¥©¸¨µ ±®¡»²¨© ¢ \¡®«¼-

¸¨µ ±¨±²¥¬ µ".

� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ · ±²¨·®© ¯®¤¤¥°¦ª¥ ����� (¯°®¥ª² 01-

0748) (�.�.�¨°¬ ).

����������

1. Bak P., Tang C. Wiesenfeld K. Self-organized criticality: an explanation of 1=f

noise // Phys. Rev. Lett. 1987. Vol.59. P.381{384.

2. Bak P., Tang C., Wiesenfeld K. Self-organized criticality // Phys. Rev. A. 1988.

Vol.38. P.364{374.

3. Grassberger P., Manna S. Some more sandpiles // J. Physique. 1990. Vol.51.

P.1077{1098.

4. Dhar D. The abelian sandpile and related models // Physica A. 1999. Vol.263.

P.4{25.

5. Bak P., Tang C. Earthquakes as a self-organized critical phenomenon // J. Geophys.

Res. 1989. Vol.94. P.15635{15637.

6. Blanter E.M., Shnirman M.G. Criticality in a dynamic mixed system // Phys. Rev.

E. 2001. Vol.64. P.6123{6132.

7. Sornette D. Johansen A., Bouchaud J.-P. Stock market crashes, precursors, and

replicas // J. Phys. I France. 1996. Vol.6. P.167{175.

8. Johansen A., Leodit O., Sornette D. Crashes as critical points // Inter. J. of Theor.

and Appl. Finance. 2000. Vol.3, N 2. P.219{255.

9. � ¯®¢ « �. �., �¨°¬  �. �. �¶¥ °¨© ±¨«¼»µ ±®¡»²¨© ¢ ¬®¤¥«¨  ª®¯«¥-

¨¿ ¯¥±ª  // �°®¡«¥¬» ²¥®°¥²¨·¥±ª®© ±¥©±¬®«®£¨¨ ¨ ±¥©±¬¨·®±²¨. �.: � ³ª ,

2002. �.267{277. (�»·¨±«. ±¥©±¬®«®£¨¿; �»¯.33).

10. Carlson J. M., Swindle G. H. Sandpiles, singularities, and scaling // Proc. Nat.

Acad. Sci. USA. 1995. Vol.92. P.6712{6719.


