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�¡±³¦¤ ¾²±¿ ¯°®¡«¥¬», ¢®§­¨ª ¾¹¨¥ ¯°¨ ¢®±±² ­®¢«¥­¨¨ ­¥£« ¤ª¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢

� ¬¥ ¨ ¯«®²­®±²¨ ¯® ¤ ­­»¬ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿ ¯®¢¥°µ­®±²­»µ ±¥©±¬¨·¥±ª¨µ ¢®«­.

� ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»©  «£®°¨²¬ ¢®±±² ­®¢«¥­¨¿ ¨±¯®«¼§³¥² ¬¥²®¤ �¥«¼´ ­¤  { �¥¢¨² ­ 

{ � °·¥­ª® °¥¸¥­¨¿ ®¡° ²­»µ § ¤ · ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ �²³°¬  { �¨³¢¨««¿. �²®² ¬¥²®¤

¯¥°¥´®°¬³«¨°®¢ ­ ± ¶¥«¼¾ ¥£® ¯°¨«®¦¥­¨¿ ª ±¥©±¬®«®£¨·¥±ª¨¬ § ¤ · ¬. �  ¯°¨¬¥°¥

±°¥¤» ± ¨§«®¬®¬ ­  £° ´¨ª¥ ¬®¤³«¿ ±¤¢¨£  ¨ ± ° §°»¢­®© ¯«®²­®±²¼¾ ¯®ª §»¢ ¥²±¿,

·²® ¿¤°® ¨­²¥£° «¼­®£® ®¯¥° ²®° , ª®²®°»© ¨£° ¥² ª«¾·¥¢³¾ °®«¼ ¢ ¬¥²®¤¥, ®ª -

§»¢ ¥²±¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±¨­£³«¿°­»¬. �¡±³¦¤ ¾²±¿ ¯³²¨ ¯®¤µ®¤  ª § ¤ · ¬ ± ° §-

°»¢­»¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ � ¬¥. � ²¨¯¨·­®¬ ¯°¨¬¥°¥ ¢»·¨±«¥­» ±¯¥ª²° «¼­»¥ ¬¥°»

§ ¤ · ¨ ¿¤°  ¨­²¥£° «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢.

ON SINGULARITIES OF INVERSE

SEISMOLOGICAL PROBLEM

A.N.KUZNETSOV

International Institute of Earthquake Prediction Theory

and Mathematical Geophysics, Russian Academy of Sciences, Moscow

The problems arising in reconstruction of non smooth Lame parameters and density by

the data of the seismic surface vawes propagation are discussed. The considered algorithm

of reconstruction is based on Gelfand { Levitan { Marchenko method for the solution of

inverse problems for Shturm { Liouville equation. We reformulate the method to apply it

in seismological problem. On the example of medium with break of shear modulus graph

and with discontinuous density it is shown that the kernel of integral operator which

plays the key role in the method is singular. The approach to the solution of the problems

with discontinuous Lame parameters is discussed. Spectral measures and integral operator

kernels are calculated in the typical example.
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�¢¥¤¥­¨¥

�°¿¬ ¿ § ¤ ·  ±¥©±¬®«®£¨¨ { ®¯°¥¤¥«¨²¼ ³¯°³£¨¥ ±¢®©±²¢  ¢ ²®«¹¥

�¥¬«¨, ¯®«¼§³¿±¼ ¤ ­­»¬¨ ±¥©±¬®£° ¬¬ { ¤«¿ ±¨±²¥¬» ³° ¢­¥­¨© ³¯°³-

£®±²¨ ±² ¢¨²±¿ ª ª ®¡° ²­ ¿ § ¤ · . � ­¥© ²°¥¡³¥²±¿ ­ ©²¨ ª®½´´¨-

¶¨¥­²» ±¨±²¥¬», ¥±«¨ ¨§¢¥±²­  ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ® £° ­¨·­»µ

±¢®©±²¢ µ °¥¸¥­¨©. � °¿¤¥ ° ¡®² (¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¢ [1{4]) ±µ¥¬  �¥«¼´ ­¤ {

�¥¢¨² ­ {� °·¥­ª® °¥¸¥­¨¿ ±¯¥ª²° «¼­»µ ®¡° ²­»µ § ¤ · ¤«¿ ³° ¢-

­¥­¨¿ �²³°¬ {�¨³¢¨««¿ ¯°¨±¯®± ¡«¨¢ « ±¼ ª ±¥©±¬®«®£¨·¥±ª¨¬ ³° ¢-

­¥­¨¿¬. �²¨ ®¡»ª­®¢¥­­»¥ ³° ¢­¥­¨¿ ¯®«³· ¾²±¿ ¨§ ±¨±²¥¬» ³° ¢-

­¥­¨© «¨­¥©­®© ³¯°³£®±²¨ ¬¥²®¤®¬ ° §¤¥«¥­¨¿ ¯¥°¥¬¥­­»µ. �®­¥·­®,

¯°¨ ½²®¬ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ±¢®©±²¢® £®°¨§®­² «¼­®© ¨«¨ ±´¥°¨·¥±ª®© ®¤-

­®°®¤­®±²¨ ±°¥¤». �¨±²¥¬  ®¡»ª­®¢¥­­»µ ³° ¢­¥­¨© ° ±¯ ¤ ¥²±¿ ­ 

³° ¢­¥­¨¥ ¤«¿ ª®¬¯®­¥­²» �¿¢  (1) ¨ ±¨±²¥¬³ ¤¢³µ ³° ¢­¥­¨©, ³¯° -

¢«¿¾¹³¾ ¢®«­ ¬¨ �½«¥¿ (±¬. [5, 6] ). �¥¨§¢¥±²­»¥ ¢ ½²¨µ ³° ¢­¥­¨¿µ

¿¢«¿¾²±¿ ²° ­±´®°¬ ­² ¬¨ �³°¼¥ ª®¬¯®­¥­² �¿¢  ¨ �½«¥¿ ¢®«­» ±¬¥-

¹¥­¨¿. �« £®¤ °¿ ®¤­®°®¤­®±²¨ ½²¨ ­¥¨§¢¥±²­»¥ § ¢¨±¿² ­¥ ®² ²°¥µ,

  ²®«¼ª® ®² ¤¢³µ ¯ ° ¬¥²°®¢ { · ±²®²» ! ¨ ¢®«­®¢®£® ·¨±«  �. �¢-

²®°» ¢»¸¥³¯®¬¿­³²»µ ° ¡®² ¯°¥®¡° §³¾² ³° ¢­¥­¨¿ ª ¢¨¤³ �²³°¬ {

�¨³¢¨««¿, ¤«¿ ¢®«­ �¿¢  { ª ±ª «¿°­®¬³,   ¤«¿ ¢®«­ �½«¥¿ { ª ¤¢³¬¥°-

­®¬³ ± ¬ ²°¨·­»¬ ¯®²¥­¶¨ «®¬. � ±²®²  ¯°¨ ½²®¬ ´¨ª±¨°³¥²±¿,   �

2

±² ­®¢¨²±¿ ±¯¥ª²° «¼­»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬. � ¯®«³·¨¢¸¨µ±¿ ±¯¥ª²° «¼­»µ

§ ¤ · µ ¯°¨µ®¤¨²±¿, ¥±²¥±²¢¥­­®, ¢»¿¢«¿²¼ ±¥©±¬®«®£¨·¥±ª³¾ ±¯¥¶¨-

´¨ª³. �¥²®¤ ° ¡®² ¥² ³±¯¥¸­®, ². ¥., ³¤ ¥²±¿ ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬» ±³¹¥-

±²¢®¢ ­¨¿, ¥±«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¢®±±² ­ ¢«¨¢ ¥¬»¥ ¯ ° ¬¥²°» ¤®-

±² ²®·­® £« ¤ª¨. �²® ­¥ ±®¢±¥¬ µ ° ª²¥°­® ¤«¿ ±¥©±¬®«®£¨·¥±ª¨µ ° §-

°¥§®¢, £¤¥ ­  £° ´¨ª µ ¨§¬¥­¥­¨¿ ½²¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯® £«³¡¨­¥ ¬®¦­®

­ ¡«¾¤ ²¼ ¨§«®¬» ¨ ¤ ¦¥ ±ª ·ª¨. �®§­¨ª ¥² ¢®¯°®±, ¬®¦­® «¨ ° ±-

¯°®±²° ­¨²¼ ° ¡®²¾¹³¾ ¢ £« ¤ª®¬ ±«³· ¥ ¯°®¶¥¤³°³ ¨ ­  ½²¨ ±«³· ¨

­ °³¸¥­¨¿ £« ¤ª®±²¨ ¢ ®²¤¥«¼­»µ ²®·ª µ? �» ° ±±¬®²°¨¬ ¯³²¨ ¯°¥-

®¤®«¥­¨¿ ¢®§­¨ª ¾¹¨µ ²°³¤­®±²¥© ­  ¬®¤¥«¼­®¬ ¯°¨¬¥°¥ ³° ¢­¥­¨¿

¤«¿ ¢®«­» �¿¢ , ®±² ¢«¿¿ ®¡®¡¹¥­¨¿ ­  ¡³¤³¹¥¥.

1. �¢  ¯°¨¬¥° 

�° ¢­¥­¨¥ ¤«¿ ª®¬¯®­¥­²» �¿¢  v = v(x; �) ±¥©±¬¨·¥±ª®© ¢®«­» ¢

¯«®±ª® ±«®¨±²®© ±°¥¤¥ ¯®±«¥ ° §¤¥«¥­¨¿ ¯¥°¥¬¥­­»µ ¨¬¥¥² ¢¨¤ [5, 6]:

(�v

0

)

0

+ (!

2

�� �

2

�)v = 0: (1)

�®«­  § ²³µ ¥² ± £«³¡¨­®©: v ! 0 ¯°¨ x!1, ¨ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾, ª®²®°®¥ ¢»° ¦ ¥² ®²±³²±²¢¨¥ ­®°¬ «¼­»µ ­ ¯°¿¦¥-
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­¨©: v

0

(0; �) = 0. � ®¡° ²­®© § ¤ ·¥ · ±²®²  ! ±·¨² ¥²±¿ ´¨ª±¨°®¢ ­-

­»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬, ª®²®°»© ¬®¦¥² ¯°¨­¿²¼ ®¤­® ¨«¨ ­¥±ª®«¼ª® §­ ·¥­¨©.

�³­ª¶¨¨ �(x) { ¯«®²­®±²¼ ¨ �(x) { ¬®¤³«¼ ±¤¢¨£  ²°¥¡³¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¼.

�¥²®¤¨ª  °¥¸¥­¨¿ ®¡° ²­®© § ¤ ·¨ [1{4] ±®¤¥°¦¨² ¢ ¦­»© ¤«¿ ­¥¥

¸ £ { ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ³° ¢­¥­¨© ª § ¤ ·¥ �²³°¬  { �¨³¢¨««¿ ¢¨¤ :

y

00

+ q y = �

2

y; x � 0;

y

0

(0) = � y(0);

y(1) = 0:

(2)

� ±«³· ¥ ­¥£« ¤ª®© ±°¥¤» ³¦¥ ½²®² ½² ¯ ·°¥¢ ² ­¥¯°¨¿²­®±²¿¬¨.

�±¯®¬­¨¬ [1] ´®°¬³«» ¯¥°¥µ®¤  ®² (1) ª (2) ¨ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¯®²¥­¶¨ «

¬®¦¥² ° ¢­¿²¼±¿ ¤¥«¼² -´³­ª¶¨¨ �¨° ª : q(x) = �(x � a); a > 0 ¢

±°¥¤¥, ª®²®° ¿ ¢¯®«­¥ ¤®¯³±²¨¬  ± ´¨§¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿. �°¥®¡° -

§®¢ ­¨¥ § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®© v = �

�1=2

y ¨ ¯®«³· ¥²±¿, ·²®

q =

1

4

�

�2

�

0

2

�

1

2

�

�1

�

00

+ !

2

��

�1

;

� = 2�

�1

(0)�

0

(0):

(3)

�«¿ ¤®±²¨¦¥­¨¿ ¶¥«¨ (q(x) = �(x � a)) ¯ ° ¬¥²°» � ¨ � ¬®¦­® ¢§¿²¼

¨§ ±¥¬¥©±²¢ : � = 2(x � a)

+

+ 1 + b(x� a)

2

; � = b � H(x � a). �¤¥±¼

H { ´³­ª¶¨¿ �¥¢¨± ©¤ : H

0

(x) = �(x); H(�1) = 0, ¨ ®¯¥° ¶¨¿ (: : :)

+

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®© f(x)

+

= f(x) H(x) ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®© ´³­ª¶¨¨

f(x). �¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®, ­ ¯°¨¬¥°, ¯°¨ b = 2 ®¡  ¯ ° ¬¥²° 

¡³¤³² ¯®«®¦¨²¥«¼­» ­  ¯®«³®±¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ®­¨ ¬®£³² ±®®²¢¥²-

±²¢®¢ ²¼ ´¨§¨·¥±ª¨ °¥ «¼­®© ±°¥¤¥, ² ª ª ª ¨µ  ¡±®«¾²­»¥ §­ ·¥­¨¿

¬®¦­® ®²°¥£³«¨°®¢ ²¼ ¬ ±¸² ¡­»¬¨ ¬­®¦¨²¥«¿¬¨.

� ±«³· ¥, ª®£¤  � ° §°»¢¥­, ±ª ¦¥¬, � = 
 + � H(x � a), ¢»° -

¦¥­¨¥ (3) ²¥°¿¥² ±¬»±« ¤ ¦¥ ª ª ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ¯®±ª®«¼ª³ ² -

ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ ­¥ ¢±¥£¤  ¬®¦­® ¯¥°¥¬­®¦ ²¼,   §¤¥±¼ ²°¥¡³¥²±¿ ¢®§¢¥±²¨

�

0

= ��(x� a) ¢ ª¢ ¤° ².

2. �¥²®¤ �¥«¼´ ­¤ {�¥¢¨² ­ {� °·¥­ª®

�§¢¥±²­ ¿ [7{10] ±µ¥¬  ¡³¤¥² ¨§«®¦¥­  ¤«¿ § ¤ ·¨ (2), £« ¢­»¬ ®¡° -

§®¬, ·²®¡» ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¥¾ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯ ° £° ´¥, ®¤­ ª® ¯® ¢®§-

¬®¦­®±²¨ ¢ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥. � ²¥¬ ¯® ¨§«®¦¥­­®© ±µ¥¬¥ ¡³¤¥² ° ±±·¨² ­

­ ¸ ¯°¨¬¥°. �§-§  ±¨­£³«¿°­®±²¨ § ¤ ·¨ ± ®¤­®£® ª° ¿ ¶¥«¥±®®¡° §­®

¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¨ µ ° ª²¥°­»¥ ¤«¿ ¨µ ²¥®°¨¨ ° ±-

±³¦¤¥­¨¿.

�¥²®¤ ­ ·¨­ ¥²±¿ ±® ±¯¥ª²° «¼­®© ²¥®°¨¨ [8{10].
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� ±¨«³ ª° ¥¢®£® ³±«®¢¨¿ ±®¡±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ § ¤ ·¨ (2), ². ¥., ­¥-

­³«¥¢®¥ °¥¸¥­¨¥ ±¨±²¥¬» (2), ­¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼ ¨ ¯°¨ x = 0. �³±²¼

y = y(x) = y(x; �) { ±¥¬¥©±²¢® (¯® �) ² ª¨µ ±®¡±²¢¥­­»µ ´³­ª¶¨©, ­®°-

¬¨°®¢ ­­»µ ¢¤®¡ ¢®ª ³±«®¢¨¥¬ y(0) = 1. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ¯®²¥­¶¨ « q

¡»±²°® ³¡»¢ ¾¹¨¬ ± °®±²®¬ x,   ° ¢¥­±²¢® y(1) = 0 ¯®­¨¬ ²¼ ¢ ±¬»±«¥

®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©, ². ¥., ª ª ±« ¡»© ¯°¥¤¥« ¯°¨ x! 1 ®¡®¡¹¥­­»µ

´³­ª¶¨© ®² �. �®£¤  ±¯¥ª²° § ¤ ·¨, ². ¥., ±®¢®ª³¯­®±²¼ ²¥µ �, ¯°¨ ª®²®-

°»µ ®­  ° §°¥¸¨¬ , ¡³¤¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ²®·¥ª ± Re � 6= 0

¨ ¢±¾ ¯°¿¬³¾ � = ik; k 2 R. �¨±ª°¥²­»¬ ²®·ª ¬ ®²¢¥· ¾² ½ª±¯®­¥­-

¶¨ «¼­® ³¡»¢ ¾¹¨¥ ­  ¡¥±ª®­¥·­®±²¨ ±®¡±²¢¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨. �³­ª¶¨¨

±¯«®¸­®£® ±¯¥ª²°  ¨¬¥¾²  ±¨¬¯²®²¨ª¨ ¢¨¤ 

y(x)! c

1

cosk x+ c

2

sin k x; (4)

² ª ª ª ¯®²¥­¶¨ « ¡»±²°® ³¡»¢ ¥². �±«®¢¨¥ ®°²®£®­ «¼­®±²¨ ±®¡±²¢¥­-

­»µ ´³­ª¶¨© ± ° §«¨·­»¬¨ ±®¡±²¢¥­­»¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ § -

¯¨± ­® ¢ ¢¨¤¥

�

0

(�)

1

Z

0

y(x; �) y(x; �) dx = �(� � �): (5)

� ½²®¬ ° ¢¥­±²¢¥ � ¨ � ¬®£³² ¡»²¼ ²®·ª ¬¨ ª ª ¤¨±ª°¥²­®£®, ² ª ¨ ­¥-

¯°¥°»¢­®£® ±¯¥ª²° , ±·¨² ¿ ·²® ¢ ¤¨±ª°¥²­»µ ²®·ª µ ´³­ª¶¨¿ � ¨¬¥¥²

±ª ·ª¨ (². ¥., �(�) = �(� � 0) + H(� � �)(�(� + 0) � �(� � 0)) ¢ ®ª°¥±²-

­®±²¨ ² ª®© ²®·ª¨. � ª ®¯°¥¤¥«¿²¼ ±¯¥ª²° «¼­³¾ ´³­ª¶¨¾ ¯®§¢®«¿¥²

²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®, ·²® ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ § ¤ · µ ¤¨±ª°¥²­»© ±¯¥ª²°

° ±¯®«®¦¥­ ­  ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ®±¨). �­²¥£° « ¢ ½²¨µ ²®·ª µ ª®­¥·¥­.

� ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·¥ª ±¯«®¸­®£® ±¯¥ª²°  ¨­²¥£° « ¯®­¨¬ ¥²±¿ ¢ ®¡®¡-

¹¥­­®¬ ±¬»±«¥ ª ª ±« ¡»© ¯°¥¤¥« ¨­²¥£° «®¢ ¯® ª®­¥·­®¬³ ®²°¥§ª³ ­ 

´¨­¨²­»µ ´³­ª¶¨¿µ ®² ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥­­»µ (�; �). � ¢¥­±²¢® ­³«¾ ¨­-

²¥£° «  ¯°¨ � 6= � ±² ­¤ °²­»¬ ®¡° §®¬ ±«¥¤³¥² ¨§ ± ¬®±®¯°¿¦¥­­®-

±²¨ § ¤ ·¨ (2), ­® ¨ §¤¥±¼ ¨­²¥£° « ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¯®­¨¬ ²¼ ®¡®¡¹¥­­®.

�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¨­²¥£° « ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®¡®¡¹¥­­³¾ ´³­ª¶¨¾ ±

­®±¨²¥«¥¬ ­  ¤¨ £®­ «¨. � ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ ¬®£³² ¡»²¼ ²®«¼ª® ±³¬¬®©

¯°®¨§¢®¤­»µ �(� � �) ± ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨, § ¢¨±¿¹¨¬¨ ®² � ¨«¨ ®² �,

½²® ¢±¥ ° ¢­®. �°®¨§¢®¤­»¥ ±² °¸¥ ­³«¥¢®© ®²±³²±²¢³¾², ½²® ±«¥¤³¥²

¨§  ±¨¬¯²®²¨ª¨ (4) ´³­ª¶¨¨ y(x; �) ­  ¡¥±ª®­¥·­®±²¨ ¯® x ¢ ²®·ª µ

±¯«®¸­®£® ±¯¥ª²° . �³­ª¶¨¿ � ­ §»¢ ¥²±¿ ±¯¥ª²° «¼­®© ´³­ª¶¨¥©,

¥¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨ « { ±¯¥ª²° «¼­®© ¬¥°®©. �·¥¢¨¤­®,

p

�

0

(�) y(x; �) {

L

2

-®°²®­®°¬¨°®¢ ­­ ¿ ±¨±²¥¬  ±®¡±²¢¥­­»µ ´³­ª¶¨© (±­®¢  ¢ ®¡®¡-

¹¥­­®¬ ±¬»±«¥).
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�°¿¬®¥ ¨ ®¡° ²­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥ § ¤ ·¨ ®¯°¥¤¥«¿²±¿ ´®°-

¬³« ¬¨:

b

f (�) =

1

Z

0

f(x)y(x; �) dx;

g(x) = (

b

f (�))e(x) =

Z

b

f (�)y(x; �) d�(�):

�­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¢® ¢²®°®¬ ° ¢¥­±²¢¥ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯® ­®±¨²¥«¾ ¬¥°»

d�, ª®²®°»©, ¯®¢²®°¨¬, ±®±²®¨² ¨§ ¬­¨¬®© ®±¨ ¨ ª®­¥·­®£® ·¨±«  ²®-

·¥ª. �¥ ¡³¤¥¬ § £°®¬®¦¤ ²¼ ²¥ª±² ®¯°¥¤¥«¥­¨¿¬¨ ´³­ª¶¨®­ «¼­»µ

¯°®±²° ­±²¢, ¢ ª®²®°»µ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ²  ¨«¨ ¤°³£ ¿ ´®°¬³« . �²¨ ¯°®-

±²° ­±²¢  ¯®«³· ¾²±¿ ¯®¯®«­¥­¨¥¬ ¯°®±²° ­±²¢  £« ¤ª¨µ ´¨­¨²­»µ

´³­ª¶¨© ¢ ¯®¤µ®¤¿¹¥© ¤«¿ ´®°¬³«» ²®¯®«®£¨¨. �®«¼§³¿±¼ (5), ¬®¦­®

¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ° §­®±²¼ g�f (®¡®¡¹¥­­®) ®°²®£®­ «¼­  ¢±¥¬ ´³­ª¶¨¿¬

y(x; �), ¯®½²®¬³, ¥±«¨ ±¨±²¥¬  (y(x; �)) ¯®«­ , ²® ±¯° ¢¥¤«¨¢  ´®°¬³« 

®¡° ¹¥­¨¿: g = f . �­ ·¥ £®¢®°¿, ®¯¥° ¶¨¿ f(x) 7�! g(x) § ¤ ¥² ®°²®-

£®­ «¼­³¾ ¯°®¥ª¶¨¾ ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®, ¯®°®¦¤¥­­®¥ ±®¡±²¢¥­­»¬¨

´³­ª¶¨¿¬¨.

� ª ª ª f(x) = (f � �)(x) ¨ (�(x � t))b= y(t; �), ²® ³±«®¢¨¥ ¯®«­®²»

¬®¦­® ¢»° §¨²¼ ´®°¬³«®© ®¡° ¹¥­¨¿ ¤«¿ ±¥¬¥©±²¢  ´³­ª¶¨© �(x� t)

Z

y(t; �) y(x; �) d�(�) = �(x� t);

ª®²®° ¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­  ®¡¹¥© ´®°¬³«¥ ®¡° ¹¥­¨¿

f(x) = (f � �)(x) =

Z

c

f (�) y(x; �) d�(�):

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ± ¬ ¬¥²®¤ [9, 10]. � ®¡° ²­®© ±¯¥ª²° «¼­®© § -

¤ ·¥ ¤«¿ (2) ¨§¢¥±²­®© ±·¨² ¥²±¿ ±¯¥ª²° «¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿,   ­ ©²¨ ²°¥-

¡³¥²±¿ q.

�³¹¥±²¢³¥² ¨­²¥£° «¼­»© ®¯¥° ²®°

'(x) =  (x) +

x

Z

0

K(x; t) (t) dt; (6)

¯°¥®¡° §³¾¹¨© °¥¸¥­¨¥  § ¤ ·¨ �®¸¨  (0) = 1,  

0

(0) = �

2

¤«¿ ®¯¥° -

²®°  (2) ± q = q

2

¢ °¥¸¥­¨¥ ' § ¤ ·¨ �®¸¨ '(0) = 1, '

0

(0) = �

1

¤«¿ ²®£®

¦¥ ®¯¥° ²®°  ± q = q

1

. �³¤¥¬ ¨¬¥­®¢ ²¼ ½²¨ § ¤ ·¨ ¯¥°¢®© ¨ ¢²®°®©

§ ¤ · ¬¨ �®¸¨ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ­³¬¥°³¾¹¨¬¨ ¡³ª¢» q ¨ � ¨­¤¥ª± ¬¨.
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�¯¥° ²®° ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¯ ° ¬¥²°  �, ª®²®°»© ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª

±¢®¡®¤­ ¿ ¯¥°¥¬¥­­ ¿ { ®¤­  ¨ ²  ¦¥ ¢ ®¡¥¨µ § ¤ · µ �®¸¨. �¤°® K

¯°¨ ¢±¥µ t ­ µ®¤¨²±¿ ¨§ ¨­²¥£° «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ �¥«¼´ ­¤ {�¥¢¨² ­ {

� °·¥­ª® ± ¿¤°®¬, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¬±¿ ¯® ±¯¥ª²° «¼­»¬ ´³­ª¶¨¿¬ �

1

, �

2

.

�®£¤ , ¥±«¨ q

2

¨§¢¥±²­®, ¨±ª®¬®¥ q

1

¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»° ¦¥­® ·¥°¥§ K. �

½²®© «®£¨ª¥ ­ ¬ ­¥ ¿±­®, ®²ª³¤  ¢§¿«®±¼ K, ®¤­ ª® ¯°¨¢¥¤¥¬ ¯®¤°®¡­®-

±²¨.

�³±²¼  { °¥¸¥­¨¥ ¢²®°®© § ¤ ·¨ �®¸¨. �®£¤ , ¥±«¨ ' ¨§ (6) ¯®¤-

±² ¢¨²¼ ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¥¬³ ³° ¢­¥­¨¥ ¨ ¯°®¨§¢¥±²¨ ­ ¯° ¸¨¢ ¾-

¹¨¥±¿ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬ ± ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨© ¤«¿  ,

²® ¯®«³·¨²±¿, ·²® ' { °¥¸¥­¨¥ ¯¥°¢®© § ¤ ·¨ �®¸¨, ¥±«¨ ²®«¼ª® K

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:

@

2

K

@ x

2

�

@

2

K

@ t

2

+ (q

1

(x)� q

2

(t))K = 0; (7)

2(K(x; x))

0

+ q

1

(x)� q

2

(x) = 0; (8)

@ K

@ t

(x; 0) = �

2

K(x; 0); (9)

K(0; 0) = �

1

� �

2

: (10)

�®«³·¨¢¸ ¿±¿ ª° ¥¢ ¿ § ¤ ·  ¤«¿K ¢±¥£¤  ®¤­®§­ ·­® ° §°¥¸¨¬ , ¥±«¨

ª®­¥·­® ´³­ª¶¨¨ q

n

­¥ ±«¨¸ª®¬ ®¡®¡¹¥­­». �²®¡» ¯®«³·¨²¼ °¥¸¥­¨¥,

¬®¦­® ®¡° ²¨²¼ ¢®«­®¢®© ®¯¥° ²®° ¢ ³° ¢­¥­¨¨ (7) ¨ ±¢¥±²¨ § ¤ ·³ ª

±¨±²¥¬¥ ¨­²¥£° «¼­»µ ³° ¢­¥­¨©, «¥£ª® ° §°¥¸¨¬®© ¬¥²®¤®¬ ¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼­»µ ¯°¨¡«¨¦¥­¨©. �§ ³° ¢­¥­¨© ¢¨¤­®, ·²® K ­¥ § ¢¨±¨² ®² �.

�²®, ¢¥°®¿²­®, ­¥±³¹¥±²¢¥­­® ¤«¿ § ¤ ·¨ ®¡° ¹¥­¨¿, ¨ ®²· ±²¨ ®¡º¿±-

­¿¥²±¿ ²¥¬, ·²® ¢ ±¨±²¥¬³ (7){(10) ¢µ®¤¿² ²®«¼ª® ° §­®±²¨ ¯®²¥­¶¨ «®¢.

�²® ¡³¤¥² ­¥ ² ª ¢ § ¤ · µ ± £° ­¨·­»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨, § ¢¨±¿¹¨¬¨ ®² �.

� µ®¤¥ °¥¸¥­¨¿ ®¡° ²­®© § ¤ ·¨ § ¤ ¥²±¿ ¯®²¥­¶¨ « q

2

(­ ¯°¨¬¥°, ° ¢-

­»¬ ­³«¾), ¨§ ³° ¢­¥­¨¿ �¥«¼´ ­¤ {�¥¢¨² ­ {� °·¥­ª® ­ µ®¤¨²±¿ K,

¯®±«¥ ·¥£® ³° ¢­¥­¨¥ (8) ¤ ¥² ¨±ª®¬®¥ q

1

.

�»¢¥¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ³° ¢­¥­¨¥ �¥«¼´ ­¤ {�¥¢¨² ­ {� °·¥­ª® [9, 10].

�±«¨ ¢ ª ·¥±²¢¥  ¢§¿²¼ ±®¡±²¢¥­­³¾ ´³­ª¶¨¾ y

2

(x) ¢²®°®© § ¤ ·¨

(2) (².¥. § ¤ ·¨ (2) ± q = q

2

, � = �

2

), ²® ¨­²¥£° « ¢ ³° ¢­¥­¨¨ (6) ®ª -

¦¥²±¿ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥¬ �³°¼¥ ´³­ª¶¨¨ K(x; t) ± ­®±¨²¥«¥¬ ¢ ¬­®¦¥±²¢¥

0 � t � x. �°¨¬¥­¨¢ ®¡° ²­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥, ¯®«³·¨¬

K(x; t) = ��(x� t) +

Z

'(x) y

2

(t) d�

2

: (11)

�«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

supp

Z

'(x) y

2

(t) d�

2

� f0 � t � xg: (12)
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�,  ­ «®£¨·­®,

supp

Z

 (t) y

1

(x) d�

1

� f0 � x � tg: (13)

�¥°¥¯¨¸¥¬ (11) ¢ ¢¨¤¥

K(x; t) = ��(x� t) +

Z

'(x) y

2

(t) d�

1

�

Z

'(x) y

2

(t) d(�

1

� �

2

):

�  ­®±¨²¥«¥ ¬¥°» d�

1

±¯° ¢¥¤«¨¢» ° ¢¥­±²¢  '(x) = y

1

(x), y

2

(t) =  (t),

¯®½²®¬³ ¯°¨ t < x ±®£« ±­® (13)

Z

'(x) y

2

(t) d�

1

= 0. �­ ·¨², ¯°¨ t < x

K(x; t) =

Z

'(x) y

2

(t) d(�

1

��

2

): �®«®¦¨¬ §¤¥±¼ �

3

= �

1

��

2

¨ ¯®¤±² ¢¨¢

' ¨§ ´®°¬³«» (6), ¢ ª®²®°®©  = y

2

, ¯®«³·¨¬ ³° ¢­¥­¨¥ �¥«¼´ ­¤ {

�¥¢¨² ­ {� °·¥­ª®:

K(x; t) + F (x; t) +

x

Z

0

K(x; s)F (s; t) ds = 0 (14)

c ¿¤°®¬

F (x; t) =

Z

y

2

(x) y

2

(t) d�

3

: (15)

�®°¬³«» (11) ¨ (12) ª ¦³²±¿ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­»¬¨ ¤®±²¨¦¥­¨¿¬¨ ¬¥-

²®¤ . �«¿ ¨µ ¢»¯®«­¥­¨¿ ­¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ±¨±²¥¬  ±®¡±²¢¥­­»µ

´³­ª¶¨© ¡»«  ¯®«­ , ·²® ¬®«· «¨¢® ¯°¥¤¯®« £ «®±¼ ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¨

´®°¬³«» ®¡° ¹¥­¨¿.

3. �»·¨±«¥­¨¥ ±¯¥ª²° «¼­»µ ´³­ª¶¨©

�®«¼§³¿±¼ ³° ¢­¥­¨¥¬ (2) ¨ ¤¢  ° §  ¨­²¥£°¨°³¿ ¯® · ±²¿¬, ¬®¦­®

¯®«³·¨²¼ ´®°¬³«³

(�

2

� �

2

)

1

Z

0

y(x; �) y(x; �) dx = (y

0

(x; �) y(x; �)� y(x; �) y

0

(x; �))

�

�

�

1

0

:

�®·¥² ¢ ¥¥ ± (5), ¯®«³·¨¬ ´®°¬³«³ ¤«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ ±¯¥ª²° «¼­®©

´³­ª¶¨¨

�

0

(�)(�

2

� �

2

)

�1

V

�

�

�

1

0

= �(� � �); (16)
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£¤¥ V = V (x; �; �) = y

0

(x; �) y(x; �)� y(x; �) y

0

(x; �) { ½²®, ª®­¥·­®, ¢°®­-

±ª¨ ­ ¤¢³µ ±®¡±²¢¥­­»µ ´³­ª¶¨©, ° ¢­»© ­³«¾ ¯°¨ x = 0 ¨ ¯°¨ ° §-

«¨·­»µ � ¨ �, ±®£« ±­® £° ­¨·­®¬³ ³±«®¢¨¾ ¢ (2). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢»-

·¨±«¥­¨¥ �

0

¯® ´®°¬³«¥ (16) ±¢®¤¨²±¿ ª ° ±ª°»²¨¾ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¢

«¥¢®© · ±²¨ ¯°¨ x =1. � ¡®²¨²¼±¿ ¯°¨ ½²®¬ ­³¦­® «¨¸¼ ® ¬­®¦¨²¥«¥

¯¥°¥¤ �-´³­ª¶¨¥©, ¢±¥ ®±² «¼­®¥ ¢±¥ ° ¢­® ±®ª° ²¨²±¿.

� ±±¬®²°¨¬ ±­ · «  ¯°®±²¥©¸³¾ § ¤ ·³ (2) ± ­³«¥¢»¬ ¯®²¥­¶¨ «®¬.

�®«®¦¨¬ q

2

= 0, �

2

= 0. �®£¤  y

2

= cos k x; (� = i k). �¨±ª°¥²­®£®

±¯¥ª²°  ³ ½²®© § ¤ ·¨ ­¥². �»·¨±«¿¥¬, ¯®« £ ¿ � = i l

(�

2

� �

2

)

�1

V = (�

2

� �

2

)

�1

(l cos k x sin l x� k sin k x cos l x) �

� (�

2

� �

2

)

�1

k sin(l� k) x � (2 k)

�1

(l� k)

�1

k sin(l� k) x �

1

2

��(k � l):

�­ ª ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ � ®¡®§­ · ¥² ¯°¥­¥¡°¥¦¥­¨¥ ·«¥­ ¬¨, ª®²®-

°»¥ ¯°¨ (� = �) ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «» ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± �(�� �). (�®°¬ «¼­®¥

®¯°¥¤¥«¥­¨¥: f(x; �; �)� 0, ¥±«¨ lim

�!0

lim

x!1

Z

���<�

f(x; �; �)'(�; �) d� = 0 ¤«¿

¢±¿ª®© £« ¤ª®© ´³­ª¶¨¨ '(�; �).) �±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ´®°¬³«»: sin k x � 0,

cos k x � 0,

sin k x

k

� ��(k). � ª¨¬ ®¡° §®¬, �

0

2

= 2=�.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¯¥°¢³¾ § ¤ ·³ (2) ± ¤ ­­»¬¨ ¯°¨¬¥°  ¨§ ° §¤. 1

q

1

= �(x � a), �

1

= � (¨§ ´®°¬³«» ¤«¿ � ¢ (3) ­¥²°³¤­® ¯®«³·¨²¼, ·²®

� = �8 a=(1+2 a

2

) ¯°¨ b = 2). � ¤ ·  �®¸¨ ¡¥§ ²°³¤  °¥¸ ¥²±¿, °¥¸¥­¨¥

±ª«¥¨¢ ¥²±¿ ¨§ ½ª±¯®­¥­² e

�� x

± ¯®±²®¿­­»¬¨ ¢­¥ ²®·ª¨ a ª®½´´¨¶¨-

¥­² ¬¨ A ¨ B

' = A e

� x

+B e

�� x

=

= 
 e

� x

+ (1� 
) e

�� x

+ � H(x� a)

�

e

� x

� e

�� x+2 a �

�

;

£¤¥ 
 =

� + �

2 �

, � = �

1

2 �

�


 + (1� 
) e

�2 a �

�

¨ ±²³¯¥­· ²»¥ ª®½´´¨¶¨-

¥­²» A ¨ B ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ± ¬®© ´®°¬³«®©.

�¨±ª°¥²­»© ±¯¥ª²° ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯°¨ x > a ±®®²­®¸¥­¨¿¬¨ A = 0,

Re � < 0, «¨¡® ±®®²­®¸¥­¨¿¬¨ B = 0; Re � > 0, ² ª ª ª ²®«¼ª®

¢ ½²¨µ ±«³· ¿µ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ ­¥ ° ±²¥² ­  ¡¥±ª®­¥·­®±²¨,  

½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­® ³¡»¢ ¥². �±²¼ «¨ ¢ ­¥¬ ²®·ª¨ ¨ ±ª®«¼ª® ¨µ, ¬» ¨±-

±«¥¤®¢ ²¼ ­¥ ¡³¤¥¬, ®²¬¥²¨¬ «¨¸¼, ·²® ³° ¢­¥­¨¿ (A = 0 ¨«¨ B = 0)

²° ­±¶¥­¤¥­²­». �¨ª ª¨µ ­¥¯°¨¿²­®±²¥© ®² ­¨µ ¤«¿ ¿¤°  F ®¦¨¤ ²¼

­¥ ¯°¨µ®¤¨²±¿, ² ª ª ª ·¨±«® ¨µ ¤®«¦­® ¡»²¼ ª®­¥·­»¬. �®£« ±­® (15)

¢ª« ¤ ¢ F ®² «¾¡®© ²®·ª¨ �

0

¤¨±ª°¥²­®£® ±¯¥ª²°  ±®±² ¢¨² £« ¤ª®¥

±« £ ¥¬®¥ ¢¨¤  C

0

cos(x �

0

) cos(t �

0

).
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� ©¬¥¬±¿ ±¯«®¸­»¬ ±¯¥ª²°®¬. � ª®¥ ¦¥ ¢»·¨±«¥­¨¥, ª ª ¢ ¯°®-

±²¥©¸¥¬ ±«³· ¥, ­® ­¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ £°®¬®§¤ª®¥ ¤ ¥²: V (� � �)

�1

�

� 4 i � (� � �)

�1

AB sin(k � l)x. �²±¾¤ , ±®£« ±­® (16), ­¥¬¥¤«¥­­®

±«¥¤³¥²:

�

0

1

=

1

2D�

; �

0

3

= �

0

1

� �

0

2

=

1� 4D

2 �D

; (17)

£¤¥ D = AB

�

�

�

x=1

= (
 + �)

�

1� (
 + � e

2 a�

)

�

. �®¤±² ¢¨¢ ±¾¤  
 ¨ �,

­ µ®¤¨¬ ¯¥°¢»¥ ·«¥­»  ±¨¬¯²®²¨ª¨ D ¯°¨ k ! 1: D �

1

4

+

sin 2 a k

4 k

.

�¥¯¥°¼ ¨§ (17) ¯®«³·¨¬ ¯¥°¢»© ·«¥­  ±¨¬¯²®²¨ª¨ ¤«¿ ° §­®±²¨ ±¯¥ª-

²° «¼­»µ ¬¥°: �

0

3

� �

2

�

sin 2 a k

k

.

4. �¤°  ¨­²¥£° «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢

�¥¯¥°¼ ¨¬¥¥²±¿ ¢±¥ (�

0

3

¨ y

2

= cos k x), ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ¯® ´®°¬³«¥

(15) ¢»·¨±«¨²¼ ±¨­£³«¿°­³¾ · ±²¼ ´³­ª¶¨¨ F (x; t) . �« ¤ª¨© ¤®¢¥±®ª

ª ­¥© §¤¥±¼ ­ ± ­¥ ¨­²¥°¥±³¥². �«¿ ¢»° ¦¥­¨¿ ½²®© ­¥²®·­®±²¨ ±­®¢ 

¨±¯®«¼§³¥¬ §­ ª �:

F (x; t) � �

2

�

1

Z

0

cosk x cos k t

sin 2 a k

k

dk = �

1

2 �

1

Z

0

(sin k(2 a+ x + t) +

+ sin k(2 a� x� t) + sin k(2 a+ x � t) + sin k(2 a� x+ t))

dk

k

�

� �

1

2

�

H(2 a+ x+ t) +H(2 a� x� t) +H(2 a+ x� t) +H(2 a� x+ t)

�

:

� ¯®±«¥¤­¥© ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ ¨±¯®«¼§®¢ «®±¼ ° ¢¥­±²¢®

1

Z

0

sin k x

dk

k

=

�

+�=2 ¯°¨ x > 0

��=2 ¯°¨ x < 0

:

�ª ·®ª ­  � ¬» ¢»¤¥«¨«¨,   ¯®±²®¿­­³¾ ®²¡°®±¨«¨. � ¬¥²¨¬, ·²® ¢

®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ F : fx; t � 0g ±ª ·ª¨ ¨¬¥¾² «¨¸¼ ²°¨ ¯®±«¥¤­¨µ

±« £ ¥¬»µ H .

�¤°® K «³·¸¥ ­ µ®¤¨²¼ ­¥ ¨§ ¨­²¥£° «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (14),   ¨§

±¨±²¥¬» (7){(10):

K(x; t) = � (x� a)

+

+ � � �

�

x+ t

2

� a

�

+

�

1

2

H

�

x+ t

2

� a

�

�

��

�

x� t

2

� a

�

+

�

1

2

H

�

x� t

2

� a

�

:
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�®±«¥¤­¿¿ ´®°¬³« , ­¥±¬®²°¿ ­  \±²° ¸­»©" ¢¨¤, ­ µ®¤¨²±¿ ¯°®-

±²®. � ¯®¬­¨¬, ·²® q

2

= 0, �

2

= 0, q

1

= �(x� a), �

1

= �. �±«¨ x < a, ²®

q

1

(x) = 0 ¨ °¥¸¥­¨¥¬ § ¤ ·¨ §¤¥±¼ ¡³¤¥² ¯®±²®¿­­ ¿ K(x; t) = �. �®±«¥

½²®£® ¬®¦­® ±« £ ¥¬®¥ q

1

K ¢ ³° ¢­¥­¨¨ (7) § ¬¥­¨²¼ ­  � �(x � a),

®­® ±² ­¥² ¯° ¢®© · ±²¼¾ ³° ¢­¥­¨¿ ¨ ²®£¤  K ­ µ®¤¨²±¿ ¢ ¢¨¤¥

K = K

0

+K

1

(x+ t)+K

2

(x� t), £¤¥ K

0

= � (x�a)

+

¥±²¼ · ±²­®¥ °¥¸¥­¨¥

­¥®¤­®°®¤­®£® ¨§¬¥­¥­­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (7),   K

1

¨ K

2

{ ¡¥£³¹¨¥ ¢ ¯°®-

²¨¢®¯®«®¦­»¥ ±²®°®­» ¢®«­», ª®²®°»¥ «¥£ª® ­ µ®¤¿²±¿ ¨§ £° ­¨·­»µ

³±«®¢¨© (8){(10).

�» ¢¨¤¨¬, ·²® ° §°»¢» ´³­ª¶¨© K ¨ F ±®£« ±³¾²±¿, ². ¥. K + F

{ £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ (­ ¯°¨¬¥°, ±« £ ¥¬»¥ ¨§ K ¨ F : H(

x+t

2

� a)+

+H(2 a � x � t) = 1). �²® ³ª §»¢ ¥² ­  ²®, ·²® ¢ ¯°®¯³¹¥­­»µ ¢»-

·¨±«¥­¨¿µ ±¯¥ª²° «¼­®© ´³­ª¶¨¨ �

1

­¥ ®·¥­¼ ¬­®£® ®¸¨¡®ª.

� ª«¾·¥­¨¥

�ª ·ª®®¡° §­»¥ ®±®¡¥­­®±²¨ ¿¤¥° F ¨ K ¢±¥ ¦¥ ¯®§¢®«¿¾² °¥¸ ²¼

¨­²¥£° «¼­»¥ ³° ¢­¥­¨¿ (6) ¨ (14) ¬¥²®¤®¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­»µ ¯°¨¡«¨-

¦¥­¨©. �®¦­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¯°¨ ®²±³²±²¢¨¨ ° §°»¢®¢ ¢ ¬®-

¤³«¥ ±¤¢¨£  ­¥¨­²¥£°¨°³¥¬»µ ®±®¡¥­­®±²¥© ³ ¿¤¥° ­¥ ¯®¿¢¨²±¿. �¥°®-

¿²­® ¯®¿¢«¥­¨¥ «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨µ ®±®¡¥­­®±²¥©. � ´®°¬³«¥ ¤«¿ F ®­¨

­¥ ¯®¿¢¨«¨±¼ ²®«¼ª® ¯®²®¬³, ·²® ª ´³­ª¶¨¨ 1=x ¯°¨¬¥­¿«®±¼ ±¨­³±-

¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥, ¯®«­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ³¦¥ ¤ «® ¡» ² ª³¾ ®±®-

¡¥­­®±²¼.

� ­ ¸¥¬ ¯°®±²¥©¸¥¬ ¯°¨¬¥°¥ ° §°»¢» ¿¤¥° ±®±°¥¤®²®·¨«¨±¼ ­  µ -

° ª²¥°¨±²¨ª µ ¢®«­®¢®£® ®¯¥° ²®° . �²®, ª®­¥·­®, ­¥ ®²¢¥² ­  ¢®¯°®±,

  ¯®±² ­®¢ª  § ¤ ·¨. �®®¡¹¥, ¤¥©±²¢¨¿ ± ° §°»¢­»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨ ²°¥-

¡³¾² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£®  ¯¯ ° ² . �«¿ ²¥®°¨¨ ¤®±² ²®·­® ®¡®¡¹¥­­»µ

´³­ª¶¨©, ­® ·¨±«¥­­»¥ ° ±·¥²» ¯°®¢®¤¨²¼ ± ­¨¬¨ ­¥ ¯°®±²®.

�±­®, ·²® ®¯¥° ²®°» ± ° §°»¢­»¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ � ¬¥ ­¥«¼§¿ ¯°¿¬®

¯°¨¢®¤¨²¼ ª ´®°¬¥ �²³°¬ {�¨³¢¨««¿. �®§¬®¦­®, ²¥®°¨¾ ®¡° ²­®© § -

¤ ·¨ ¬®¦­® ° ±¯°®±²° ­¨²¼ ­  ³° ¢­¥­¨¿, § ¯¨± ­­»¥ ¢ ¤°³£®© ´®°¬¥.

� ¯°¨¬¥°, ¯¥°¥©²¨ ®² ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥­¨© ª ¨­²¥£° «¼­»¬,

­® ½²® ¯®²°¥¡³¥² ¯¥°¥±¬®²°  ¢±¥© ±µ¥¬» ° ±±³¦¤¥­¨©.

� ±¥©±¬®«®£¨·¥±ª¨µ § ¤ · µ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¤ ­­»µ ° ±±¥¿­¨¿ ° ±±¬ -

²°¨¢ ¾² [1{4] ­¥ ±¯¥ª²° «¼­³¾ ¬¥°³,   ´³­ª¶¨¨ �¥©«¿ { ­ ¯°¨¬¥°, ¢

­ ¸¨µ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ W (k) = '(0; k)('

0

(0; k)��'(0; k))

�1

. �® ½²®© ´³­ª-

¶¨¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥­  ±¯¥ª²° «¼­ ¿ ¬¥° , ¨ ®¡° ²­® [3, 8, 9].
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