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¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© £¥®´¨§¨ª¨ �®±±¨©±ª®©  ª ¤¥¬¨¨  ³ª, �®±ª¢ 

�°¥¤«®¦¥ ±¯®±®¡ ¯®±²°®¥¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ³° ¢¥¨© ¤«¿ ±² ²¨·¥±ª¨  £°³¦ -

¥¬®£® ®¡° §¶  £®°®© ¯®°®¤» ± ° §°»¢ ¬¨ ±¯«®¸®±²¨. �¯°¥¤¥«¥»  ¡«¾¤ ¥¬»¥

ª®½´´¨¶¨¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®¡° §¶  ¨ ¨±±«¥¤®¢   § ¢¨±¨¬®±²¼ ³ª § »µ ª®½´´¨-

¶¨¥²®¢ ®² ¯ ° ¬¥²°®¢ ²°¥¹¨®¢ ²®±²¨ ¨ ¢¨¤®¢  £°³¦¥¨¿.

THE EFFECTIVE ELASTIC MODULUS

OF THE CRACKED ROCKS

O.D.VOEVODA, O.Yu. SAVENKO

International Institute of Earthquake Prediction Theory

and Mathematical Geophysics, Russian Academy of Sciences, Moscow

The method to obtain the constitution low of cracked rock was described in this paper.

Suggested method permits correctly introduce the e�ective modulus of the rock and to

investigate it's dependence on clacks parameters.

�¢¥¤¥¨¥

�±±«¥¤®¢ ¨¿ ¤¥´®°¬ ¶¨®»µ ±¢®©±²¢ ®¡° §¶®¢ £®°»µ ¯®°®¤ ¯°¥¤-

±² ¢«¿¾² ¨²¥°¥± ¤«¿ ¬®£¨µ ¢®¯°®±®¢ £¥®´¨§¨ª¨, ±¢¿§ »µ ª ª ± ±®¡-

±²¢¥® ¬¥µ ¨ª®© £®°»µ ¯®°®¤, ² ª ¨ ±   «¨§®¬ ±®±²®¿¨¿ ¢¥¹¥±²¢ 

¢ ³±«®¢¨¿µ §¥¬»µ ¥¤°.

�±®¢ ¿ ¨´®°¬ ¶¨¿ ®¡ ³ª § »µ ±¢®©±²¢ µ ¨§¢«¥ª ¥²±¿ ¨§ ½ª±-

¯¥°¨¬¥²®¢ ¯® ª¢ §¨±² ²¨·¥±ª®¬³ ¤¥´®°¬¨°®¢ ¨¾ ®¡° §¶®¢ £®°»µ

¯®°®¤. �°¨ ½²®¬ ¢ ®¡¿§ ²¥«¼®¬ ¯®°¿¤ª¥ ¯®¤¢¥°£ ¥²±¿   «¨§³ § ¢¨±¨-

¬®±²¼ ®²®±¨²¥«¼»µ ¨§¬¥¥¨© ° §¬¥°®¢ ®¡° §¶  ®² ¯°¨«®¦¥»µ ª

¥¬³  £°³§®ª. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼® ¯®ª § ®, ·²® ±³¹¥±²¢¥»¥ ·¥°²»

c
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½²®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ § ª®®¬¥°®±²¿¬¨ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ¨ ° §-

¢¨²¨¿ ° §°»¢®¢ ±¯«®¸®±²¨ (²°¥¹¨) ¢ ¬ ²¥°¨ «¥ ®¡° §¶  [1]. �®-

½²®¬³, ¤«¿ ª®°°¥ª²®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ °¥§³«¼² ²®¢

¥®¡µ®¤¨¬» ²¥®°¥²¨·¥±ª¨¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¢«¨¿¨¿ ° §°»¢®¢   ¤¥´®°-

¬ ¶¨®»¥ ±¢®©±²¢  £®°»µ ¯®°®¤. �¢¨¤³ ±«®¦®±²¨ ±²°®¥¨¿ ¯°¨

²¥®°¥²¨·¥±ª®¬ ®¯¨± ¨¨ ¤¥´®°¬ ¶¨®»µ ±¢®©±²¢ £®°»µ ¯®°®¤ ¶¥«¥-

±®®¡° §® ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¨µ ±°¥¤¨¬¨ ¨«¨, ª ª ¨µ  §»¢ ¾², "½´´¥ª-

²¨¢»¬¨" µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬¨. � ½²®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ¢ ° ¬ª µ ±² ²¨·¥-

±ª®© ²¥®°¨¨ ³¯°³£®±²¨ ¯¥°¢»¥ °¥§³«¼² ²», ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ¡»«¨ ¯®«³-

·¥» �¦.�®«¸¥¬ [2{4]. � ²¥¬ ½²¨ °¥§³«¼² ²» ¡»«¨ ° §¢¨²» ¨ ®¡®¡-

¹¥» �.�.� «£ ¨ª®¬ [5], �.�³¤¿±ª¨¬ ¨ �.O'�®¥«®¬ [6]. � ¡®²»

[7{14] ¿¢«¿¾²±¿ ¤¥² «¨§ ¶¨¥© ®²¬¥·¥»µ ¢»¸¥ ° ¡®². � ° ¡®² µ

[15{19] ½´´¥ª²¨¢»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¤¥´®°¬ ¶¨®»µ ±¢®©±²¢ ¯°¥¤-

«®¦¥®  µ®¤¨²¼ ¨§ ¤«¨®¢®«®¢®©  ±¨¬¯²®²¨ª¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© § -

¤ ·¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ³¯°³£®±²¨.

� ±² ²¼¿µ [5] ¨ [6] ° ±±¬®²°¥  ª¢ §¨±² ²¨·¥±ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬ ¿ «¨-

¥©®-³¯°³£ ¿ ±°¥¤  ± ¡®«¼¸¨¬ ·¨±«®¬ ²°¥¹¨, ª®²®°»¥ ° ¢®¬¥°®

° ±¯°¥¤¥«¥» ¯® ¥¥ ®¡º¥¬³. �°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±°¥¤ 

¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ±®¢®ª³¯®±²¼¾ ° ¢®¯° ¢»µ ®¡º¥¬®¢, ª -

¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ ¯®«®±²¼¾ µ ° ª²¥°¨§³¥² ±¢®©±²¢  ¢±¥© ±°¥¤». �°¨

½²®¬ ª ¦¤»© ½«¥¬¥² °»© ®¡º¥¬ ¤®«¦¥ ±®¤¥°¦ ²¼ "¤®±² ²®·® ¬®£®

²°¥¹¨ ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ±®±²®¿¨¥ ±°¥¤» ¬®£«® ¡»²¼ ®¯¨± ® ±°¥¤¨¬¨

¯® ½²¨¬ ®¡º¥¬ ¬  ¯°¿¦¥¨¿¬¨ ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬¨" (±¬. [5, c.149]).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±®±²®¿¨¥ ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ¯°¥¤«®¦¥® ®¯¨±»-

¢ ²¼ ±°¥¤¨¬¨ ²¥§®° ¬¨  ¯°¿¦¥¨© ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨©, ª®²®°»¥ ¯® ®¯°¥-

¤¥«¥¨¾ ±¢¿§ » ¬¥¦¤³ ±®¡®© ²¥§®°®¬ ½´´¥ª²¨¢»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢

¤¥´®°¬ ¶¨¨. �°¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ½²®£® ²¥§®°  ¯°¨¬¥¥» ´®°¬ «¼»¥

¬¥²®¤», ° §¢¨²»¥ �¦. �¸¥«¡¨ [20] ¨ �. �°¥¥°®¬ [21] ¢ ª®²¨³ «¼®©

²¥®°¨¨ ¤¥´¥ª²®¢.

�¥°¢»© ¬¥²®¤ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ½´´¥ª²¨¢»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¤¥´®°¬ -

¶¨¨ ®±®¢    ¢»·¨±«¥¨¨ ½¥°£¨¨ ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ²¥«  ± ²°¥-

¹¨ ¬¨. �²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ½¥°£¨¨ ¯® ª®¬¯®¥² ¬  ¯°¿¦¥¨© ¨«¨

¤¥´®°¬ ¶¨© ¢ [5] ®²®¦¤¥±²¢«¥ , ±®®²¢¥²±²¢¥®, ± ª®¬¯®¥² ¬¨ ²¥-

§®°  ½´´¥ª²¨¢»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯®¤ ²«¨¢®±²¨ ¨«¨ ¦¥±²ª®±²¨. � ª®¥

®¯°¥¤¥«¥¨¥ ³ª § »µ ²¥§®°®¢ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ²®«¼ª® ¢ ²¥µ ±«³· ¿µ, ª®-

£¤  ½¥°£¨¿ ²¥«  ± ²°¥¹¨ ¬¨ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¯°®¶¥±± , ¯°¨¢¥¤¸¥£® ²¥«®

¢ ¤ ®¥  ¯°¿¦¥®-¤¥´®°¬¨°®¢ ®¥ ±®±²®¿¨¥.

�²®°®©, ¬¥¥¥ ®£° ¨·¥»© ¬¥²®¤ ®±®¢    ´®°¬ «¼®¬ ¯°¥¤±² -

¢«¥¨¨ ²¥§®°  ¯®«®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ± ²°¥¹¨ ¬¨

¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ²¥§®°  ±°¥¤¥© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¥£® ¬ ²¥°¨ «  ¨ ²¥§®°  ¥-

ª®²®°»µ "¥³¯°³£¨µ" ¤¥´®°¬ ¶¨©. �®±«¥¤¨¥ ±¢¿§ » ±® ±ª ·ª ¬¨ ¯¥-
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°¥¬¥¹¥¨©   ¯®¢¥°µ®±²¿µ ²°¥¹¨, ª®²®°»¥, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, § ¢¨±¿²

®²  ¯°¿¦¥®£® ±®±²®¿¨¿ ²¥« . � ±² ²¼¥ [5] ½²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¨±-

¯®«¼§®¢ ® ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ²¥§®°  ½´´¥ª²¨¢»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯®-

¤ ²«¨¢®±²¨.

�¥®¡µ®¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼, ·²®  «¨·¨¥ ¥³¯°³£¨µ ¤¥´®°¬ ¶¨© ¬®¦¥²

¡»²¼ ³±² ®¢«¥® ²®«¼ª® ¯®±«¥ ° §£°³§ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ®¡° §¶ .

�²® § ·¨², ·²® ¢ ª ¦¤®¬ ª®ª°¥²®¬ ±«³· ¥ ¥®¡µ®¤¨¬® ®¡®±®¢ ²¼

¢®§¬®¦®±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¯®«»µ ¤¥´®°¬ ¶¨©  £°³¦ ¥¬®£® ²¥«  ¢

¢¨¤¥ ±³¬¬» ±°¥¤¨µ ¤¥´®°¬ ¶¨© ¥£® ¬ ²¥°¨ «  ¨ ¥ª®²®°»µ ¥³¯°³£¨µ

¤¥´®°¬ ¶¨©.

�°¥¤«®¦¥»¥ ¢ ° ¡®² µ [5] ¨ [6] ±¯®±®¡» ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ½´´¥ª²¨¢»µ

ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ¢ ¯°¨¶¨¯¥, ¯®§¢®«¿¾² ®¡®©²¨ § ·¨²¥«¼-

»¥ ²°³¤®±²¨, ª®²®°»¥ ¢®§¨ª ¾² ¯°¨ «®ª «¼®¬ ®¯¨± ¨¨  ¯°¿¦¥-

®-¤¥´®°¬¨°®¢ ®£® ±®±²®¿¨¿ ±²®«¼ ±«®¦®£® ®¡º¥ª²  ª ª £®° ¿ ¯®-

°®¤ . �¤ ª® ¨§ ¨§«®¦¥®£® ¢»¸¥ ±«¥¤³¥² ®¯°¥¤¥«¥ ¿ «®£¨·¥±ª ¿

¥¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ½´´¥ª²¨¢»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¤¥-

´®°¬ ¶¨¨ ²°¥¹¨®¢ ²®£® ²¥« . �²  ¥¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ®¡³±«®¢«¥ 

®²±³²±²¢¨¥¬ ²®·®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®±®¢®£® ®¡º¥ª²  ²¥®°¨¨ { "½«¥¬¥-

² °®£® ®¡º¥¬ " ²¥«  ± ° §°»¢ ¬¨ ±¯«®¸®±²¨.

�¥«¼¾  ±²®¿¹¥© ±² ²¼¨ ¿¢«¿¥²±¿ ®¯¨± ¨¥ ² ª®£® ±¯®±®¡  ®¯°¥¤¥-

«¥¨¿ ½´´¥ª²¨¢»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¥ ¨±-

¯®«¼§³¥²±¿ ¯®¿²¨¥ " ½«¥¬¥² °»© ®¡º¥¬" ²¥«  ± ° §°»¢ ¬¨. �±°¥¤-

¥¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¢¥«¨·¨ ¿¢® ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯® ¢±¥¬³ ®¡º¥¬³,

§ ¿²®¬³ ¬ ²¥°¨ «®¬ ²¥«  ª®¥·»µ ° §¬¥°®¢. � ª®© ¯®¤µ®¤ ¯®§¢®«¨«

¯®«³·¨²¼ ´¨§¨·¥±ª¨ ±®¤¥°¦ ²¥«¼³¾ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ®²®±¨²¥«¼»¬ ¨§-

¬¥°¥¨¥¬ ° §¬¥°®¢ ²¥«  ¨ ¤¥©±²¢³¾¹¨¬¨   ¥£® ¢¥¸¾¾ ¯®¢¥°µ®±²¼

 £°³§ª ¬¨.

�¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ³° ¢¥¨¿ ¨  ¡«¾¤ ¥¬»¥ ª®½´´¨¶¨¥²»

¤¥´®°¬ ¶¨¨ ²¥«  ± ° §°»¢ ¬¨ ±¯«®¸®±²¨

� ±±¬®²°¨¬ ±¯®±®¡ ¯®±²°®¥¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ³° ¢¥¨© ª¢ §¨±² -

²¨·¥±ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« , ¢ «¨¥©®-³¯°³£®¬ ®¤®°®¤®¬ ¨§®²°®¯-

®¬ ¬ ²¥°¨ «¥ ª®²®°®£® ±®¤¥°¦ ²±¿ ° §°»¢» ±¯«®¸®±²¨ (°¨±. 1). �²®

²¥«® ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ¬®¤¥«¼¾ ®¡° §¶  £®°®© ¯®°®¤».

�³±²¼   ¢¥¸¥© ¯®¢¥°µ®±²¨  µ®¤¿¹¥£®±¿ ¢ ° ¢®¢¥±¨¨ ²¥«  (¨«¨

¥¥ · ±²¨) § ¤  ¢¥ª²®°  ¯°¿¦¥¨© ¨ ®¯°¥¤¥«¥ ¢¥ª²®° ¯¥°¥¬¥¹¥¨©.

�¥´®°¬ ¶¨¨ ¬ ²¥°¨ «  ²¥«  ±¢¿§ » ±  ¯°¿¦¥¨¿¬¨ § ª®®¬ �³ª . � 

¯®¢¥°µ®±²¿µ ° §°»¢®¢ � = 1; 2; : : : ; N , ¢¥ª²®°  ¯°¿¦¥¨© ¥¯°¥°»¢¥,

  ¢¥ª²®° ¯¥°¥¬¥¹¥¨© ¨¬¥¥² ±ª ·ª¨. �¡º¥¬ ¥¤¥´®°¬¨°®¢ ®£® ²¥« 

±®¢¯ ¤ ¥² ± ®¡º¥¬®¬ V ¥£® ¬ ²¥°¨ « .
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±·¨² ¥²±¿ ®°¬ «¼ ª ®¡« ±²¨, § ¿²®© ¬ ²¥°¨ «®¬ ²¥« . �¢ ¤° ²»¥
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�°¨ § ¤ »µ ³±«®¢¨¿µ (1)  ©¤¥¬ ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ³° ¢¥¨¿ ¤«¿ ²¥« 

± ° §°»¢ ¬¨. �¯°¥¤¥«¿¾¹¨¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ±

° §°»¢ ¬¨ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ±¢¿§¼  ¯°¿¦¥¨©, ¤¥©±²¢³¾¹¨µ   ¢¥¸-

¾¾ ¯®¢¥°µ®±²¼ ²¥«  (¨«¨ ¥¥ · ±²¼), ± ¨§¬¥¥¨¥¬ ¢¥¸¨µ ( ¡«¾¤ -

¥¬»µ) ° §¬¥°®¢ ²¥« .
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> ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ I

kl
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ijkl
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ij

>, £¤¥ T

ijkl

{ ¥-

ª®²®°»© ®¯¥° ²®°-²¥§®°. �®ª°¥²»© ¢¨¤ ®¯¥° ²®°  T

ijkl

§ ¢¨±¨² ®²

´¨§¨·¥±ª®© ¯°¨°®¤» ° §°»¢®¢, ¨µ ª®´¨£³° ¶¨¨ ¨ ¢§ ¨¬®£® ° ±¯®-

«®¦¥¨¿ ¢³²°¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  § ¤ ®© £¥®¬¥²°¨¨. � ³·¥²®¬

±¢¿§¨ ¬¥¦¤³ < "

kl

> ¨ < �

ij

>, ¯°¨¢¥¤¥»¥ ¢»¸¥ ´®°¬³«» ¯®§¢®«¿¾²

¯®«³·¨²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ±°¥¤¨¬¨ ¯® ®¡º¥¬³ ¬ ²¥°¨ «  ²¥« 

± ° §°»¢ ¬¨  ¯°¿¦¥¨¿¬¨ ¨  ¡«¾¤ ¥¬»¬¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬¨:

< "

kl

> = S

ijkl

< �

ij
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�¥°¢®¥ ¨§ ±®®²®¸¥¨© (4) ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ®¯°¥¤¥«¿¾-

¹¨¥ ³° ¢¥¨¿ ²¥«  ± ° §°»¢ ¬¨ ±¯«®¸®±²¨. �²®°®¥ ¨§ ±®®²®¸¥¨©

(4), ¯® ±³¹¥±²¢³, ¥±²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥§®°   ¡«¾¤ ¥¬»µ (½´´¥ª²¨¢-

»µ) ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯®¤ ²«¨¢®±²¨ ²¥«  ± ° §°»¢ ¬¨. �°¨ ®²±³²±²¢¨¨

° §°»¢®¢  ¡«¾¤ ¥¬»¥ ª®½´´¨¶¨¥²» ¯®¤ ²«¨¢®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¾² ± ª®½´-

´¨¶¨¥² ¬¨ ¯®¤ ²«¨¢®±²¨ ¬ ²¥°¨ «  ²¥« .

� ®²«¨·¨¥ ®² ° ¡®², ¯¥°¥·¨±«¥»µ ¢® �¢¥¤¥¨¨, ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨

®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ³° ¢¥¨© (4) ¥ ¨±¯®«¼§®¢ «®±¼ ¯®¿²¨¥ \½«¥¬¥² °-

»© ®¡º¥¬" ²¥«  ± ° §°»¢ ¬¨. � ª ¿ ¯®±² ®¢ª  ¢®¯°®±  ¯®§¢®«¨« 

¨±ª«¾·¨²¼ ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¼ ¢ ¢»¡®°¥ ¢¥«¨·¨» \½«¥¬¥² °®£® ®¡º-

¥¬ " ¨ ¢¢¥±²¨ ¿¢³¾ ®¯¥° ¶¨¾ ³±°¥¤¥¨¿  ¯°¿¦¥¨© ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨©

¯® ¢±¥¬³ ®¡º¥¬³ ¬ ²¥°¨ «  ²¥« . � ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ½²® ¯°¨¢¥«® ª ´¨§¨·¥-

±ª¨ ±®¤¥°¦ ²¥«¼®© ±¢¿§¨ ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ³° ¢¥¨¿ ¢¥«¨·¨

± ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼® ¨§¬¥°¿¥¬»¬¨ ¢¥¸¨¬¨  £°³§ª ¬¨ ¨ ¨§¬¥¥¨¥¬

¢¥¸¨µ ( ¡«¾¤ ¥¬»µ) ° §¬¥°®¢ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« .

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ ²¥«® ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯°¿¬®³£®«¼³¾ ¯°¨§-

¬³, °¥¡°  ª®²®°®©  ¯° ¢«¥» ¢¤®«¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª®®°¤¨ ²»µ

®±¥© (±¬. °¨±. 1). � ¥¤¥´®°¬¨°®¢ ®¬ ±®±²®¿¨¨ ° §¬¥°» ¯°¨§¬»

¢¤®«¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª®®°¤¨ ²»µ ®±¥© f0; x

i

g ° ¢» l

(i)

. �¡º¥¬

¯°¨§¬» V = l

(i)

l

(j)

l

(k)

= S

(m)

l

(m)

, £¤¥ i 6= j 6= k (¯® § ª«¾·¥»¬

¢ ±ª®¡ª¨ ¨¤¥ª± ¬ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¥ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿). �³±²¼ ¢¥¸¨¥

 ¯°¿¦¥¨¿ ®¤®°®¤»   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ £° ¿µ ¯°¨§¬». � ½²®¬

±«³· ¥ ±°¥¤¨¥  ¯°¿¦¥¨¿ ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ (2) ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿, ±®®²¢¥²-

±²¢¥®, ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ´®°¬³« ¬¨:

< �

ij

> =

1

2

�

�

im

n

m

l

j

l

(m)

+ �

jm

n

m

l

i

l

(m)

�

;

(5)

E

kl

=

1

2

�

�u

(l)

k

n

0

l

l

(l)

+

�u

(l)

l

n

0

k

l

(k)

�

:

�¥°²  ±¢¥°µ³ ±¨¬¢®«  ®¡®§ · ¥² ®¯¥° ¶¨¾ ³±°¥¤¥¨¿ ¢¥«¨·¨» ¯®

¯«®¹ ¤¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© £° ¨ ¯°¨§¬». �®°¬³«» (5) ± ®·¥¢¨¤®-

±²¼¾ ¯®ª §»¢ ¾² ¶¥«¥±®®¡° §®±²¼ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ < �

ij

> ¨ E

kl

ª ª

¢¥¸¨µ  ¯°¿¦¥¨© ¨  ¡«¾¤ ¥¬»µ ¤¥´®°¬ ¶¨©.

�¥®¡µ®¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¢¥¸¨¥  ¯°¿¦¥¨¿ ¨  ¡«¾¤ ¥¬»¥ ¤¥-

´®°¬ ¶¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¢¥«¨·¨», ª®²®°»¥ § ¢¨±¿² ®² £¥®¬¥-

²°¨¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« . �²® § ·¨², ·²® ®¤¨ ª®¢»¥ ¢¥¸¨¥  -

£°³§ª¨, ¤¥©±²¢³¾¹¨¥   ¤¢  ²¥« , ª®²®°»¥ ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£ 

²®«¼ª® ±¢®¥© ´®°¬®©, ¬®£³² ¢»§»¢ ²¼ ° §»¥  ¡«¾¤ ¥¬»¥ ¤¥´®°¬ -

¶¨¨. �®±«¥¤¥¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¥®¡µ®¤¨¬® ³·¨²»¢ ²¼ ¯°¨ ±° ¢¥¨¨

µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¤¥´®°¬ ¶¨®»µ ±¢®©±²¢ £®°®© ¯®°®¤», ª®²®°»¥ ®¯°¥-

¤¥«¥»   ®¡° §¶ µ ° §«¨·®© ª®´¨£³° ¶¨¨.
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� ¡«¾¤ ¥¬»¥ ª®½´´¨¶¨¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨

²¥«  ± ²°¥¹¨ ¬¨

�±±«¥¤³¥¬ ª ·¥±²¢¥® ¢«¨¿¨¥ ¯«®±ª¨µ ²°¥¹¨ ± ª°³£®¢»¬¨ ª®²³-

° ¬¨   ª®½´´¨¶¨¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ®¡° §¶  ¨§ «¨¥©®-

³¯°³£®£® ®¤®°®¤®£® ¨§®²°®¯®£® ¬ ²¥°¨ « . � ±±¬®²°¥¨¥ ®¡° §¶ 

¢ ¢¨¤¥ ª³¡  ®¡« ¤ ¥²  ¨¡®«¼¸¥©  £«¿¤®±²¼¾ ¨ ¯®§¢®«¿¥² «¥£ª® ¨-

²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±« ° §«¨·»µ ª®¬¯®¥² ²¥§®°   -

¡«¾¤ ¥¬»µ (½´´¥ª²¨¢»µ) ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯®¤ ²«¨¢®±²¨.

� ¬¥²¨¬, ·²® ²°¥¹¨» ¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾² ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ¨ ± ¢¥¸-

¥© ¯®¢¥°µ®±²¼¾ ®¡° §¶ ,   ¥£® ª®¥·»¥ ° §¬¥°» ¥ ¢«¨¿¾²   ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥  ¯°¿¦¥¨© ¢³²°¨ ®¡° §¶ . �³±²¼ ¢§ ¨¬®¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥

¯°®²¨¢®¯®«®¦»µ ±²®°® ¯®¢¥°µ®±²¥© ²°¥¹¨ ¢®§¬®¦® ¯°¨ «¾¡»µ

®²«¨·»µ ®² ³«¿ ¢¥¸¨µ  £°³§ª µ. �²® ®§ · ¥² ®²±³²±²¢¨¥ ²°¥¨¿

¬¥¦¤³ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¬¨ ±²®°® ¬¨ ¯®¢¥°µ®±²¥© ²°¥¹¨.

� ° ¬ª µ ¯°¨¿²»µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨© ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ S

ilkl

¬®¦® ¨±-

¯®«¼§®¢ ²¼ °¥¸¥¨¥ ¨§¢¥±²®© § ¤ ·¨ ®¡ ¨§®«¨°®¢ ®© ¤¨±ª®®¡° §®©

²°¥¹¨¥,  µ®¤¿¹¥©±¿ ¢ ³¯°³£®¬ ®¤®°®¤®¬ ¨§®²°®¯®¬ ¯°®±²° ±²¢¥

± § ¤ »¬¨   ¡¥±ª®¥·®±²¨ ®¤®°®¤»¬¨  ¯°¿¦¥¨¿¬¨ [24]:
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;

(6)
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) =
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ij
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� 0
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ij
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< 0

:

�¤¥±¼ b

k

{ ±ª ·®ª ¯¥°¥¬¥¹¥¨©   ¯«®±ª®±²¨ ²°¥¹¨», r

0

{ ° ¤¨³± ²°¥-

¹¨», r { ° ±±²®¿¨¥ ®² ¶¥²°  ²°¥¹¨» ¤® ¥ª®²®°®© ²®·ª¨   ¥¥

¯«®±ª®±²¨, n

i

{ ª®¬¯®¥²» ¥¤¨¨·®© ®°¬ «¨ ª S

(�)

, �

ij

{  ¯°¿¦¥-

¨¿, ¤¥©±²¢³¾¹¨¥ ¢ ±¯«®¸®©  £°³¦¥®© ¯°¨§¬¥   ¬¥±²¥ ²°¥¹¨»,

sgn { § ª®¢ ¿ ´³ª¶¨¿. � ±ª°»²®© ²°¥¹¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² �

ij

n

i

n

j

� 0

¨«¨ sgn = �1, § ª°»²®© ²°¥¹¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² �

ij

n

i

n

j

< 0 ¨«¨ sgn = 0

  S

(�)

.

�®¬¯®¥²» ¢¥ª²®°  ~n ³¤®¡® ¢»° §¨²¼ ·¥°¥§ ³£«» �©«¥°  [25]:

n

1

= sin' sin �; n

2

= � cos' sin �; n

3

= cos �: (7)

�£«» � 2 [0; 2�] ¨ ' 2 [0; �] ®¯°¥¤¥«¿¾² ®°¨¥² ¶¨¾ ¯«®±ª®±²¨ ²°¥¹¨»

®²®±¨²¥«¼® £° ¥© ®¡° §¶ .

�±¯®«¼§³¿ ¯°¨¢¥¤¥»¥ ¢»¸¥ ´®°¬³«», ¯®«³·¨¬:
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: (8)

� «¨§ ´®°¬³«» (8) ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ®¡° §¥¶, ¢ «¨¥©®-³¯°³£®¬

®¤®°®¤®¬ ¨§®²°®¯®¬ ¬ ²¥°¨ «¥ ª®²®°®£®  µ®¤¨²±¿ ´¨ª±¨°®¢ ®¥

·¨±«® ²°¥¹¨ ¥¨§¬¥®£® ° ¤¨³± , ¢¥¤¥² ±¥¡¿ ¢ ¶¥«®¬ ª ª «¨¥©®-

³¯°³£®¥  ¨§®²°®¯®¥ ²¥«® ° §®±®¯°®²¨¢«¿¾¹¥¥±¿ ° ±²¿¦¥¨¾ ¨ ±¦ -

²¨¾. �±«¨ ¢ ¯°®¶¥±±¥  £°³¦¥¨¿ ¨§¬¥¿¾²±¿ ·¨±«® ²°¥¹¨ ¨ (¨«¨)

¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ²® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»© ®¡° §¥¶ ¡³¤¥² ¢¥±²¨ ±¥¡¿ ª ª

¥«¨¥©®-³¯°³£®¥ ²¥«®. � §£°³§ª  ®¡° §¶  ¡³¤¥² ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¯® «¨-

¥©®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¥¸¨µ ¤¥´®°¬ ¶¨© ®² ¢¥¸¨µ  ¯°¿¦¥¨©. �®-

±ª®«¼ª³ ®²±³²±²¢³¥² ²°¥¨¥ ¬¥¦¤³ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¬¨ ±²®°® ¬¨ ¯®-

¢¥°µ®±²¥© ²°¥¹¨, ²® ¯®±«¥ ° §£°³§ª¨ (¢¥¸¨¥  ¯°¿¦¥¨¿ ° ¢»

³«¾) ®±² ²®·»µ ¤¥´®°¬ ¶¨© ¥ ¡³¤¥².

�®«¥¥ ª®ª°¥²»¥ § ª«¾·¥¨¿ ® ¤¥´®°¬ ¶¨®»µ ±¢®©±²¢ µ ®¡° §¶ 

¯®«³·¨¬ ¤«¿ ª®««¨¥ °»µ ²°¥¹¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ° ±-

¯°®±²° ¿¥²±¿ ²®«¼ª®   ° ¤¨³±» ²°¥¹¨,   ´®°¬³«  (8) ¯°¨¨¬ ¥²

¢¨¤
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): (9)

� ´®°¬³«¥ (9) ¯ ° ¬¥²° C =

1

V

P

N

�=1

(r

3

0

)

(�)

¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨-

°®¢ ²¼ ª ª ®²®¸¥¨¥ ¢¥«¨·¨» ®¡º¥¬  ¬ ²¥°¨ «  ¯°¨§¬», ¢ ª®²®-

°®¬ ±³¹¥±²¢¥® ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ²°¥¹¨, ª® ¢±¥¬³ ®¡º-

¥¬³ ¬ ²¥°¨ «  ¯°¨§¬». �¡»·® ¯ ° ¬¥²° �  §»¢ ¾² ²°¥¹¨®¢ ²®-

±²¼¾ ®¡° §¶ . � ¤®±² ²®·®© ¤«¿ ¯° ª²¨ª¨ ²®·®±²¼¾ ¢ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨

¥¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ ²°¥¹¨, ° ±¯®«®¦¥»µ ¢ ®¤®°®¤®¬ ¨§®²°®¯-

®¬ ¬ ²¥°¨ «¥, ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® 0 < C � 0:3. � °¥ «¼®¬ ¯®«¨ª°¨-

±² ««¨·¥±ª®¬ ®¡° §¶¥ £®°®© ¯®°®¤» ¯ ° ¬¥²° C, ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ¬®¦¥²

¤®±²¨£ ²¼ ¡®«¼¸¨µ § ·¥¨©.

� ±±¬®²°¨¬ ª ·¥±²¢¥® ¢«¨¿¨¥ ²°¥¹¨®¢ ²®±²¨   ª®½´´¨¶¨¥²»

¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®¡° §¶ . �®°¬³«» ¤«¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢

¯°¨¢¥¤¥» ¢ �°¨«®¦¥¨¨.
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�¨±. 2. �®½´´¨¶¨¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®¡° §¶  ¯°¨ ° §»µ ¢¨¤ µ  £°³¦¥¨¿
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�  °¨±. 2, ,¡,¢ ¯°¨¢¥¤¥» °¥§³«¼² ²» ° ±·¥²®¢ ¥ª®²®°»µ ª®½´´¨-

¶¨¥²®¢ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ° ±²¿£¨¢ ¥¬®© (²®«¼ª® �

33

6= 0), ±¦¨¬ ¥¬®© (²®«¼-

ª® �

33

6= 0) ¨ ¯®¤¢¥°£³²®© ±¤¢¨£³ (²®«¼ª® �

32

= �

23

6= 0) ¯°¨§¬» ± ª®«-

«¨¥ °»¬¨ ²°¥¹¨ ¬¨. �²¨ °¥§³«¼² ²» ° ±±·¨² » ¯°¨ ®²±³²±²¢¨¨

±²¥±¥¨¿ ¢¥¸¨µ ¤¥´®°¬ ¶¨©. �°¨ ° ±·¥² µ ¨§¬¥¥¨¥ ®°¨¥² ¶¨¨

²°¥¹¨ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯³²¥¬ ¢° ¹¥¨¿ ¨µ ¯«®±ª®±²¥© ®²®±¨²¥«¼®

ª®®°¤¨ ²®© ®±¨ (0; µ

1

), ².¥. ¯°¨ ' = 0. (�  ¢±¥µ °¨±³ª µ ¸²°¨µ

®ª®«® ±¨¬¢®«  ®§ · ¥², ·²® ¤ »© ±¨¬¢®« ±®®²¢¥²±²¢³¥² ª ª®¬³-«¨¡®

 ¡«¾¤ ¥¬®¬³ ª®½´´¨¶¨¥²³ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¢±¥£® ®¡° §¶ . �¤®¨¬¥»¥

ª®½´´¨¶¨¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¬ ²¥°¨ «  ®¡° §¶  ®¡®§ ·¥»   «®£¨·-

»¬¨ ±¨¬¢®« ¬¨ ¡¥§ ¸²°¨µ .)

�° ¢¥¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥»µ   °¨±. 2, , ¡, ¢ °¥§³«¼² ²®¢ ¯®ª §»¢ ¥²

±³¹¥±²¢¥®¥ ° §«¨·¨¥ ¤¥´®°¬ ¶¨®»µ ±¢®©±²¢ ° ±²¿£¨¢ ¥¬®£®, ±¦¨-

¬ ¥¬®£® ¨ ¯®¤¢¥°£³²®£® ±¤¢¨£³ ²°¥¹¨®¢ ²®£® ®¡° §¶  ¯°¨ ®²±³²-

±²¢¨¨ ±²¥±¥¨¿ ¢¥¸¨µ ¤¥´®°¬ ¶¨©.

�¥®¡µ®¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ µ ° ª²¥°»¥ ¯°®¿¢«¥¨¿ ²°¥¹¨®-

¢ ²®±²¨.

� �® ¯¥°¢»µ, ¯°¨ ° ±²¿¦¥¨¨ ¨ ±¦ ²¨¨ ®¤®¨¬¥»¥ ª®½´´¨¶¨¥²»

¤¥´®°¬ ¶¨¨ ²°¥¹¨®¢ ²®£® ®¡° §¶  ±³¹¥±²¢¥® ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®²

¤°³£  (° §®¬®¤³«¼ ¿ ¥«¨¥©®±²¼). C¦¨¬ ¥¬®±²¼ ° ±²¿£¨¢ ¥¬®£®

®¡° §¶  § ¢¨±¨² ®² ®°¨¥² ¶¨¨ ²°¥¹¨,   ±¦¨¬ ¥¬®±²¼ ±¦ ²®£® ®¡° §¶ 

±®¢¯ ¤ ¥² ± ±¦¨¬ ¥¬®±²¼¾ ¥£® ¬ ²¥°¨ « . �²® ®¡³±«®¢«¥® ¥¢®§¬®¦-

®±²¼¾ ° ±ª°»²¨¿ ²°¥¹¨ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ±¦¨¬ ¾¹¨µ  £°³§®ª. �-

²¥°¥±® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ®²®¸¥¨¥  ¡«¾¤ ¥¬»µ ¬®¤³«¥© �£  ±¦¨-

¬ ¥¬®£® ¨ ° ±²¿£¨¢ ¥¬®£® ®¡° §¶®¢ ¯°¨¬¥°® ±®¢¯ ¤ ¥² ± ½ª±¯¥°¨¬¥-

² «¼® ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¬ ®²®¸¥¨¥¬ ¯°®·®±²¥© ¯°¨ ±¦ ²¨¨ ¨ ° ±²¿¦¥-

¨¨ £®°»µ ¯®°®¤.

� �® ¢²®°»µ, ¤«¿ ° ±²¿£¨¢ ¥¬®© ¯°¨§¬» ¯°¨ ¥ª®²®°»µ § ·¥¨¿µ

� ¨ � ®²®¸¥¨¥ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ �³ ±±®  �

1

(2)

=� ±² ®¢¨²±¿ ¬¥¼¸¥

³«¿, ².¥. ¯®¯¥°¥·»© ° §¬¥° ° ±²¿£¨¢ ¥¬®© ¯°¨§¬» ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿.

�²® ¯°®¨±µ®¤¨², ª®£¤  ³¢¥«¨·¥¨¥ ¯®¯¥°¥·®£® ° §¬¥°  ° ±²¿£¨¢ ¥¬®©

¯°¨§¬» §  ±·¥² ° ±ª°»²¨¿ ²°¥¹¨ ¯°¥¢»¸ ¥² ¥£® ³¬¥¼¸¥¨¥, ®¡³±«®-

¢«¥®¥ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¬ ²¥°¨ «  (ª®½´´¨¶¨¥²®¬ �³ ±±®  �). �¥®¡µ®-

¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ®²°¨¶ ²¥«¼®¥ § ·¥¨¥ ª®½´´¨¶¨¥²  �³ ±±® 

¤®¯³±ª ¥²±¿ ¥ ²®«¼ª® ²¥°¬®¤¨ ¬¨ª®© [22, 26].

� � ²°¥²¼¨µ, ¢ ¯®¤¢¥°£³²®¬ ±¤¢¨£³ ²°¥¹¨®¢ ²®¬ ®¡° §¶¥ ¬®¦¥²

¨¬¥²¼ ¬¥±²® ² ª  §»¢ ¥¬®¥ ¤¨« ² ±¨®®¥ ¨§¬¥¥¨¥  ¡«¾¤ ¥¬®£®

®¡º¥¬ . �®±«¥¤¥¥ ®¡³±«®¢«¥® ° ±ª°»²¨¥¬ ²°¥¹¨, ®°¨¥²¨°®¢ »µ

¯® ¯«®±ª®±²¿¬,   ª®²®°»µ ° ±²¿£¨¢ ¾¹¨¥  ¯°¿¦¥¨¿ ®²«¨·» ®²

³«¿. � ¬¥²¨¬, ·²® ±¤¢¨£ ±¯«®¸®© «¨¥©®-³¯°³£®© ®¤®°®¤®© ¨§®-

²°®¯®© ¯°¨§¬» ¥ ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ¨§¬¥¥¨¥¬ ¥¥ ®¡º¥¬ .
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�°¨¢¥¤¥»¥   °¨±. 2, , ¡, ¢ °¥§³«¼² ²» ®²®±¿²±¿ ª ±«³· ¾ ¥ -

¯°¿¦¥®£®  · «¼®£® ±®±²®¿¨¿ ®¡° §¶ . �® ¬®£¨µ ½ª±¯¥°¨¬¥² µ

 · «¼®¥ ±®±²®¿¨¥ ®¡° §¶  ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢±¥±²®°®¥¬³ £¨¤°®±² ²¨-

·¥±ª®¬³ ±¦ ²¨¾ (�

0

ij

= ��

0

�

ij

=3),   ª®²®°®¥ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ½ª±¯¥°¨¬¥² 

 ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¥ª®²®°®¥ ¤®¯®«¨²¥«¼®¥  £°³¦¥¨¥. � £¨¤°®±² ²¨-

·¥±ª¨ ±¦ ²®¬ ®¡° §¶¥ ²°¥¹¨» § ª°»²», ².¥.  ¡«¾¤ ¥¬»¥ ª®½´´¨¶¨-

¥²» ¯®¤ ²«¨¢®±²¨ £¨¤°®±² ²¨·¥±ª¨ ±¦ ²®© ¯°¨§¬» ±®¢¯ ¤ ¾² ± ª®½´-

´¨¶¨¥² ¬¨ ¯®¤ ²«¨¢®±²¨ ¥¥ ¬ ²¥°¨ «  ¨ ° ¢» S

iikl

= �

kl

=(3K). �³±²¼

£¨¤°®±² ²¨·¥±ª¨ ±¦ ² ¿ ¢  · «¼®¬ ±®±²®¿¨¨ ¯°¨§¬  ¤®¯®«¨²¥«¼®

 £°³¦¥  ³±¨«¨¿¬¨, ª®²®°»¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¥ª®²®°»¥ ¢¥¸¨¥  -

¯°¿¦¥¨¿. � ½²®¬ ±«³· ¥ ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ³° ¢¥¨¿ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢

¢¨¤¥:

"

kl

= S

ijkl

S

(0)

ij

; "

kl

= E

kl

+ �

0

�

kl

=(3K):

�¥±¬®²°¿   ¢¥¸¥¥ ±µ®¤±²¢® ½²¨µ ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ³° ¢¥¨© ± ±®®²-

®¸¥¨¿¬¨ (4), ®¨ ®¯¨±»¢ ¾² ° §«¨·»¥ ¯® ±¢®¨¬ ¤¥´®°¬ ¶¨®»¬

±¢®©±²¢ ¬ ²¥« . �²® ±¢¿§ ® ± ²¥¬, ·²®  ¡«¾¤ ¥¬»¥ ª®½´´¨¶¨¥²»

¯®¤ ²«¨¢®±²¨ § ¢¨±¿² ®² ¢¥«¨·¨» ±³¬¬ °®£® ° ±ª°»²¨¿ ²°¥¹¨,  

ª®²®°®¥ ±³¹¥±²¢¥® ¢«¨¿¥²  · «¼®¥ £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®¥ ±¦ ²¨¥.

� ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥ ®¤¨ ±¯®±®¡  £°³¦¥¨¿ ®¡° §¶ , ª®²®°»© ¬®¤¥-

«¨°³¥² ½ª±¯¥°¨¬¥² ±® ±²¥±¥¨¥¬ ¢¥¸¨µ ¤¥´®°¬ ¶¨©. � ª¨¥ ½ª±¯¥-

°¨¬¥²» ¯®«³· ¾² ¢±¥ ¡®«¼¸¥¥ ° ±¯°®±²° ¥¨¥ ¢ ±¢¿§¨ ± ¯®¿¢«¥¨¥¬

 £°³¦ ¾¹¨µ ³±²°®©±²¢ ± ³¯° ¢«¿¥¬®© ¦¥±²ª®±²¼¾ [25].

�³±²¼   ª ª®©-«¨¡® ®¤®© ( ¯°¨¬¥° S

(3)

) £° ¨ ±¦¨¬ ¥¬®© ¯°¨§¬»

®²«¨·» ®² ³«¿ ²®«¼ª®  ¯°¿¦¥¨¿ �

0

33

. �  ½²®© £° ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨

¥ ±²¥±¥»,     ¢±¥µ ®±² «¼»µ £° ¿µ ° ¢» ³«¾ ¢¥¸¨¥ ¤¥´®°-

¬ ¶¨¨ �

11

= �

22

= 0. �³±²¼ ² ª¦¥ �

12

= �

23

= �

31

= 0. � ª®¥ ¤¥´®°-

¬¨°®¢ ¨¥ ¬®¦® ®±³¹¥±²¢¨²¼, ¯®¬¥±²¨¢ ®¡° §¥¶ ¢  ¡±®«¾²® ¦¥±²-

ª³¾ ®¡®©¬³ ² ª, ·²® ¢®§¬®¦® ¯®«®¥ ¯°®±ª «¼§»¢ ¨¥ ¬¥¦¤³ £° ¿¬¨

®¡° §¶  ¨ ®¡®©¬». � ½²®¬ ±«³· ¥ ¨§ ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ³° ¢¥¨© (4) ¬®¦®

 ©²¨ ° §«¨·»¥ ª®½´´¨¶¨¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ² ª¨¬ ±¯®±®¡®¬  £°³-

¦¥®© ²°¥¹¨®¢ ²®© ¯°¨§¬» (±¬. �°¨«®¦¥¨¥). � ª ·¥±²¢¥ ¯°¨-

¬¥°    °¨±. 2,£ ¯°¨¢¥¤¥» °¥§³«¼² ²» ° ±·¥²   ¡«¾¤ ¥¬®£® ¬®¤³«¿

�£  ±¦¨¬ ¥¬®© ²°¥¹¨®¢ ²®© ¯°¨§¬» ¢ ³±«®¢¨¿µ ±²¥±¥¨¿ ¢¥¸¨µ

¤¥´®°¬ ¶¨©. �° ¢¥¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥»µ   °¨±. 2 °¥§³«¼² ²®¢ ¯®§¢®-

«¿¾² ±¤¥« ²¼ ¢»¢®¤, ·²® ±²¥±¥¨¥ ¤¥´®°¬ ¶¨© ±³¹¥±²¢¥® ¢«¨¿¥²  

 ¡«¾¤ ¥¬»¥ ª®½´´¨¶¨¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ²°¥¹¨®¢ ²®£® ®¡° §¶ . �²®

®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¥®¡µ®¤¨¬® ¯°¨¨¬ ²¼ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ¯°¨ ¯« ¨°®¢ ¨¨

½ª±¯¥°¨¬¥²®¢   ¯°¥±± µ ± ³¯° ¢«¿¥¬®© ¦¥±²ª®±²¼¾.

�¥§³«¼² ²», ¯°¥¤±² ¢«¥»¥   °¨±. 2, ¯®«³·¥» ¯°¨ a = �=� = 1.

�§¬¥¥¨¥ ¢¥«¨·¨» a ¢ ¨²¥°¢ «¥ 0.5 { 2.0 ±« ¡® ¢«¨¿¥²   ª®½´´¨¶¨-

¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®¡° §¶  ª ª ¶¥«®£®.
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�¡° §¥¶ ± µ ®²¨·¥±ª¨ ®°¨¥²¨°®¢ »¬¨ ²°¥¹¨ ¬¨

� ° §«¨·»µ ° ¡®² µ ° ±±¬ ²°¨¢ « ±¼ ¬®¤¥«¼ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£®

®¡° §¶ , ¢ ª®²®°®¬ ° ¤¨³±» ¢±¥µ ²°¥¹¨ ° ¢»,   � ¨ ' ¿¢«¿¾²±¿ ¥¯°¥-

°»¢»¬¨, ±«³· ©»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨. �¥´®°¬ ¶¨®»¥ ±¢®©±²¢  ² ª®£®

®¡° §¶  µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬¨ ®¦¨¤ ¨¿¬¨

b

S

ijkl

ª®¬¯®-

¥²  ¡«¾¤ ¥¬»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯®¤ ²«¨¢®±²¨ (5), £¤¥ ±³¬¬  ¯® �

§ ¬¥¿¥²±¿   Nr

3

0

=V . �±«¨ � ¨ ' ±² ²¨±²¨·¥±ª¨ ¥§ ¢¨±¨¬» ¨ ° ¢®-

¬¥°® ° ±¯°¥¤¥«¥» ¢ ¨²¥°¢ « µ ¨µ ¢®§¬®¦»µ § ·¥¨© (±®¢¥°¸¥®

µ ®²¨·¥±ª¨ ®°¨¥²¨°®¢ »¥ ²°¥¹¨»), ²®

b

S

ijkl

¥ § ¢¨±¿² ®² � ¨ '.

�°¨ ½²®¬ ²°¥¹¨®¢ ²®±²¼ ¥ ¢»§»¢ ¥²  ¨§®²°®¯¨¾ ¤¥´®°¬ ¶¨®»µ

±¢®©±²¢  £°³¦ ¥¬®£® ®¡° §¶ .

�ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ °¥§³«¼² ²» ¯®§¢®«¿¾² ±·¨² ²¼, ·²® ½´´¥ª² ¬¨

±¢¿§ ®© ± ²°¥¹¨ ¬¨  ¨§®²°®¯¨¥© ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼ ²®«¼ª® ²®£¤ ,

ª®£¤  ¯°¨«®¦¥»¥ ª ®¡° §¶³ ¢¥¸¨¥  £°³§ª¨ ®·¥¼ ¬ «» ¯® ±° ¢-

¥¨¾ ± ¥£® ¯°¥¤¥«®¬ ¯°®·®±²¨. �²® § ·¨², ·²® · ±²® ° ±±¬ ²°¨¢ -

¥¬ ¿ ¬®¤¥«¼ ®¡° §¶  ± ±®¢¥°¸¥® µ ®²¨·¥±ª¨ ®°¨¥²¨°®¢ »¬¨ ²°¥-

¹¨ ¬¨ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¢¥±¼¬  ®£° ¨·¥®¥ ¯° ª²¨·¥±ª®¥ ¯°¨¬¥¥¨¥.

�»¢®¤»

1. �¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ³° ¢¥¨¿ ª¢ §¨±² ²¨·¥±ª¨  £°³¦ ¥¬®£® ²°¥¹¨-

®¢ ²®£® ®¡° §¶  £®°®© ¯®°®¤» ±¢¿§»¢ ¾² ±°¥¤¨¥ ¯® ¢¥¸¥© ¯®-

¢¥°µ®±²¨ ®¡° §¶  ª®¬¯®¥²» ¢¥ª²®°  ¯¥°¥¬¥¹¥¨© ¨ ¢¥ª²®°   ¯°¿-

¦¥¨©. �®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ³ª § »¬¨ ±°¥¤¨¬¨ ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿

²¥§®°®¬  ¡«¾¤ ¥¬»µ (½´´¥ª²¨¢»µ) ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯®¤ ²«¨¢®±²¨

®¡° §¶ .

2. � ¡«¾¤ ¥¬»¥ ª®½´´¨¶¨¥²» ¯®¤ ²«¨¢®±²¨ ®¡° §¶  § ¢¨±¿² ®²

¥£® ´®°¬», ª®«¨·¥±²¢   µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ ¥¬ ²°¥¹¨, ¨µ ª®´¨£³° ¶¨¨,

¢§ ¨¬®£® ° ±¯®«®¦¥¨¿ ¨ ±¯®±®¡   £°³¦¥¨¿ ®¡° §¶ .

3. � «¨·¨¥  · «¼® ®²ª°»²»µ ²°¥¹¨ ¢ ¬ ²¥°¨ «¥ ®¡° §¶  ®¡³±« -

¢«¨¢ ¥² ° §«¨·¨¥ ¤¥´®°¬ ¶¨®»µ ±¢®©±²¢ ®¡° §¶  ¯°¨ ° ±²¿¦¥¨¨ ¨

±¦ ²¨¨, ¢«¨¿¨¥   ³ª § »¥ ±¢®©±²¢   · «¼®£® £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®£®

±¦ ²¨¿,   ² ª¦¥   ¤¨« ² ±¨®®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ®¡º¥¬  ®¡° §¶  ¯°¨ ¥£®

±¤¢¨£¥.

4. � «¨·¨¥ ¥µ ®²¨·¥±ª¨ ®°¨¥²¨°®¢ »µ ²°¥¹¨ ¢ ®¡° §¶¥ ¯°¨-

¢®¤¨² ª ¯®¿¢«¥¨¾  ¨§®²°®¯¨¨ ¤¥´®°¬ ¶¨®»µ ±¢®©±²¢. � «¨·¨¥ ±®-

¢¥°¸¥® µ ®²¨·¥±ª¨ ®°¨¥²¨°®¢ »µ ²°¥¹¨ ¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ¯®¿¢«¥-

¨¾ ³ª § ®©  ¨§®²°®¯¨¨.
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����������

�®½´´¨¶¨¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®¡° §¶  ª ª ¶¥«®£®

�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿: a = �=�, 1=E

0

= S

3333

{ ¢¥«¨·¨ , ®¡° ² ¿

 ¡«¾¤ ¥¬®¬³ ¬®¤³«¾ �£ ; 1=K

0

= 3S

33kk

{ ¢¥«¨·¨ , ®¡° ² ¿  -

¡«¾¤ ¥¬®¬³ ¬®¤³«¾ ¢±¥±²®°®¥£® ±¦ ²¨¿; �

0

(2)

= S

3322

=S

3333

{  ¡«¾-

¤ ¥¬»© ª®½´´¨¶¨¥² �³ ±±® ; 1=�

0

(2)

= S

3323

{ ¢¥«¨·¨ , ®¡° ² ¿

 ¡«¾¤ ¥¬®¬³ ¬®¤³«¾ ±¤¢¨£ . �®½´´¨¶¨¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¬ ²¥°¨ « 

®¡° §¶ : K = �+ 2�=3, E = �(3�+ 2�)=(�+ �), � = �=(2(�+ �)).

1. �¦ ²¨¥ (�

33

< 0) ¡¥§ ±²¥±¥¨¿ ¤¥´®°¬ ¶¨©:

1=E

0

1=E

= 1 +

4(3a+ 2)(a+ 2)

3(a+ 1)(3a+ 4)

C cos

2

�;

1=K

0

1=K

= 1 +

12a(a+ 2)

(3a+ 2)(3a+ 4)

C cos

2

�;

�

0

(2)

�

= �

a+ 1

(3a+ 2)

�

a+1

3a+2

+

4(a+2)

3(3a+4)

C cos

2

�

�

;

1=�

0

(2)

1=�

= �

2(a+ 2)

3(3a+ 4)

C sin � cos �:

2. � ±²¿¦¥¨¥ (�

33

> 0) ¡¥§ ±²¥±¥¨¿ ¤¥´®°¬ ¶¨©:

1=E

0

1=E

= 1�

4(3a+ 2)(a+ 2)(2a+ 3)

3(a+ 1)

2

(3a+ 4)

C cos

2

�;

1=K

0

1=K

= 1�

36a(a+ 2)

(3a+ 2)(3a+ 4)

C cos

2

�;

�

0

(2)

�

= �

a+ 1

(3a+ 2)

�

a+1

3a+2

�

4(a+2)(2a+3)

3(a+1)(3a+4)

C cos

2

�

�

;

1=�

0

(2)

1=�

=

2(a+ 2)(2a+ 3)

3(a+ 1)(3a+ 4)

C sin � cos � cos':

3. �¤¢¨£ (�

32

> 0) ¡¥§ ±²¥±¥¨¿ ¤¥´®°¬ ¶¨©:

1=K

0

1=K

= �

4(a+ 2)(3a+ 2)

3

�

sgn

a+ 1

+

1

3a+ 4

�

C sin � cos �;

1=�

0

(2)

1=�

=

1

4

�

2(a+ 2)

3

�

sgn

a+ 1

+

1

3a+ 4

�

C sin � cos � cos':
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4. �¦ ²¨¥ (�

33

< 0) ±® ±²¥±¥¨¥¬ ¤¥´®°¬ ¶¨©:

� ©¤¥¬ ª®½´´¨¶¨¥² ¤¥´®°¬ ¶¨¨ 1=E

0

±¦¨¬ ¥¬®£® ®¡° §¶  ¯°¨

E

11

= E

22

= 0 ¨ �

12

= �

13

= �

23

= 0. � ² ª¨µ ³±«®¢¨¿µ ¨§ ´®°¬³«

(4) ¯®«³·¨¬ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨©

8

<

:

S

1111

�

11

+ S

2211

�

22

+ S

3311

�

33

= 0

S

1122

�

11

+ S

2222

�

22

+ S

3322

�

33

= 0

S

1133

�

11

+ S

2233

�

22

+ S

3333

�

33

= E

33

:

�§ ½²®© ±¨±²¥¬» ±«¥¤³¥² E

33

=

1

E

0

�

33

, £¤¥

1

E

0

= S

3333

+ S

1133

S

2222

S

1133

� S

1122

S

2233

S

1122

S

1122

� S

1111

S

2222

+ S

2233

S

1111

S

2233

� S

1122

S

1133

S

1122

S

1122

� S

1111

S

2222

:

�°¨¬¥¬ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ´®°¬³«³ (9). � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬:

1=E

0

1=E

= 1 +

4(3a+ 2)(a+ 2)

3(a+ 1)(3a+ 4)

C cos

2

� +

a

2

2(3a+ 2)

2

�

�

2a+ 1

a+ 1

+

+

2(3a+ 2)(a+ 2)

3(a+ 1)(3a+ 4)

� C sin

2

�

���

a

2

4(3a+ 2)

2

�

(a+ 1)

2

(3a+ 2)

2

�

�

4(a+ 2)(a+ 1)

3(3a+ 4)(3a+ 2)

C sin
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:

� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ C = 0 ¥ ±®¢¯ ¤ ¾² ®¤®¬¥°»¥ ª®½´´¨¶¨¥²»

¤¥´®°¬ ¶¨¨ 1=E

0

®¤¨ ª®¢»µ ®¡° §¶®¢, ª®²®°»¥ ±¦¨¬ ¾²±¿ ¡¥§ ±²¥±-

¥¨¿ ¨ ±® ±²¥±¥¨¥¬ ¤¥´®°¬ ¶¨©.
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