
�� ����������	
�� ����������� ������� ����

��� ����	�
 ����	��

� �����������	���
 
�����������
��	������� �	��
�	��� ������

����������	 
��� ������

��������	��
� ������� ��	��� ��	��	�� ������������
� �����������	� ��	������ �	���	� �������� ����� �	���

��� ��	����� �	�	��� �������	�	 ��	��� ��������	�� ���� 	�
��� ����
�����
 M � m �� ��	 ���� ������� L ���������!� � ���� �L " aL#$

�bmLc% & ����
��' ���������������	� ���	���
 	��������
� �
�	� ��������� c �� 	��	������%
(	�����	� ��� ����
� c �����
  ����
�� ������ 	�������� �L �	 ��	�������
� ��� ����' c ������������ aL 	���	���
 ������)�� 	����	� ��� ���
' L% *�	�
��������� �
�	�
 ��	����!�� �� ������	� ������	�� +����	����%

ON THE SPATIAL SCALING OF SEISMICITY RATE

G�M�MOLCHAN	 T�L�KRONROD

International Institute of Earthquake Prediction Theory
and Mathematical Geophysics� Russian Academy of Sciences� Moscow

Scaling analysis of seismicity in the space�time�magnitude domain very often starts
from the relation �,m�L- " aL#$

�bmLc for the rate of seismic events of magnitude M �m
in an area of size L% There is some evidence in favor of multifractality being present in
seismicity% In this case the optimal choice of the scale exponent c is not unique% It is shown
how di.erent c/s are related to di.erent types of spatial averaging applied to �,m�L- and
what are the c/s for which the distributions of aL best agree for small L% Theoretical
analysis is tested using California data%
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 ���!���" � ���� #$���%��&�'�(��� )GR* ��� +���&�� ��������,
������ ���-.� ���������� �"����" ���/���%�� �����������&� /��,
0���� '%��� /�������&� "������ 1���2 �"���� � /������ ���,
&����( �"����" ������������� " ���&�������  ��"�� /��������"�3
������"������&���$�� 4��$������ ������������� � +��� /$�� �$,
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+���$ ���%$.� ���� � /��"�����

c� ���������	
 ������	���
 ����



���������
� �������
����  �������
��!�

�� ���"��#���!�
�� ��

6 /��������� �%��� 7� � ��� 1	2 ���8 ���� � ��/��������� "��,
���� �L ��-�$ /������"���8���� ��%������ �&���$�� M � m "
������ L � L� �������� +�/��������� ��/��������� �L /� "��� L � L
������ ��!����� /����".5�� ������&���$. ���$ G� "���� �!���
���

Pf�L � tg 9 F�)t�L*� )�*

&�� F� � $�� �0���"��� )�� �"���5� �� m � L*  $��0���  �L ���8
��� ���� ��%���� M � m � �����0$ "������ " ������ L� L� 6���
�-��� ������ " ���������� /��/��0������ ����$ $�����( ��%����
" ������� ��� �L ��/��8�$���� ����$.5�� /�����"�����3

�L 9 a���bmLc� ):*

&�� b � /����� ����� " ����� #$���%��&�'�(����  /������8
���/��� c ���0���$���� �  ����8��� ���������8. +/�0�����" ���,
����������� ���� � � c � :�

;�����!���� ):*� /�,"������$� "/��"�� /�����-��� ������,7������
� ��� 1<2 �� �%�%5���� GR,���� ��� =��/�����> �%���� ����� L
" $���"��(  ����8��� &�������� �����������( ��%����� 6 +��� �,
����"� c�����!���� ):* "���"�� ��� "�/����"3

� /����$ /����� c �� �"���� �� /���& m?
� ���� c �  ����8�� ���������8� �� ��� ������?
@������ 0���� ����/������������ �������"� �� ���"���( ��,

��������� '��8�� ��� �%�%5����( ����������� " ���������&�� #��,
�%��&��,4������ 1A2� dq� q � �� @� ��( ���%���� /�/$����� �������,
0����� ���������8 d� � ��������B%����"� ���������8 d�� 6 �%���
1<2�  ��-� " �� /�����-���� 1C2� /��0��$� �0���"��� /������� c
"���� � �������0������ ����������� (��� ����"0�� ������!���� ):*
����"� � %����"�� ����������� @��.��� �%���� &�� ������!����
):* ��/��8�$���� ��� ����( � ��( -� 0���� � " ����� � ��� -� �%����
)��� �����*� �� � ������ /��������� c3 d� 9 ��: � d� 9 ��� )���
�%��� 7� 1	2� ����� 1�2 ��� �%��� Baiesi� Paszuski 1:2 � 1��2*�

;��$0�� $���-������� ���� /�����8 "� "������ �&$����� 4�,
������� #��$%�"�� 1��2� E�� "���� ��(���� �� &�/����� ���/���,
%�� ������������ " /��������"��"������ � ������ �����8� " ����,
��� ��%���� �&���$�� M � m �%��$.� 4$�����"���� /���� " �.,
%�� /���%���� A ��&��� G �� ��$����� /������� �������"��,
��� �)A*� F������  $��0�� ���-���" �)A* ���8 �����0�� ��$�����
���� H�"�� ���� ���� � ���"������� /���5������ � $������"��
��/���������� ������ � � � � �� ;�$�� � � � ��"����-�� " ���$
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/���-����8����� �)A*� 6 +��� ������ ��� �-��� ������ L� L �����

�)L� L* 9 aL��
�bmLc� )	*

&�� c 9 :�� � :� I����8��� ���������� )	* /� ������ ���-�� "����
� ������!���. ):* �� ������� /������� a� ;�&���� 1��2 ��� J-���
��� ����� � 9 ���<� ��� ��� ����� ��/��"����� ������� c 9 	���
@� ������ ����$��� ��� ���%�8 faLg /���������� $�� �0���"����$
��/��������.�  ������ � $������"��$ ��/��������. H�"� ������
� � �� 4�+���$ P )aL � x* � cx�� /�� x � �� K� ��&� aL �� �����
�%����&� ������&� � ����� /����� a �� ):* " ���( �������"�,
��� ������ ��-�� �����8 ������

�/����� �����8 �������� ���� ��� /������"�� %���� &�%�$.�
��� ):*�  ���$ �%�%5����&� ���� /�"����������� �� �/����������
������!����� )	* � $�� �0���"���� ��/���������� ���%�� ���,
����"���( "������ �)L� L*��L� ���� ����� ����� ������ �"����"�

Pf�)L� L* � xg 9 F�)x��L*� )�*

� $�� �0���"����  $��0��� F�� E�� �%�������8��"� �����"��8���
/�����8�$ �(����� ������!���� )�* ��-�� %��8 ���8�� /��%��-������
L��� ���� )�* ������� ��&� /��������"���� �������"����8 ��%����
� M � m " ���� G ���-� %��8 /��������� )��� 1�:2*�

����� 1�2 ���"����� /��!�� � ������!���. )�* " ��� ����� /��
 ������"���� /������� c 9 ���� �� /��$��� F�)x* 9 �)x����*� x� ��
��� ��������� �� �/������ ������� &�� F�)x* 9 �)x

�����* � c 9 	���
F��� �%����� "�/��� � "�%��� /��(���5�&� /������� c ��� /�,

�$����� $�� �0���"���( �����" ������������ ������� M��$ �
���������� ��	
�
��� �� %$��� �����"�8 ����$.5�� �%����3
���� ���� c� /�� ������� +�/��������� ��/��������� �������"�,
��( "������� �"���5�( �� ��!�% )��-��� �L�L ��� �)L � L*��L*
��%� �(������ /�� L� �� ��%� ��%���� %����� /�� ���( L� L��� ):*
��/��8�$���� ��� �/����� /�"���������� ��%���� " 	
�
��� ������
����� L� �� /������ ���������� ��� /������� c � 	
�
��� ���
������ ���-�� %��8 ��&���"���

K�-� "�/��� � "�%��� /������� c �������"���� ��� ���������
�)L�L*� 6 +��� ��$�� $����� ���,��� /�������8 ������������� ����
��/$����8 �$�8�� ����8����8 ���� �)dgjm*� �/������.5�� �������
����� ��%����M � m " �����0$ "������ � /��5��� dg� ��� ��� +��&�
��/ �%�%5����� ���������� dq �/�������� � �� "�� �� ��( ������"��
;��$ �&�"������� ��� &�/���� � �$�8�� ����8����� ���������,
��� ����� �� �"��( ����������" 1�	���2� �� � �//������" 1�<� �A2�
E�� �� $��"����8��� N$�8�� ����� �"��.��� ��������� ������
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������������ ������0���  ��������( �%O����"� ����������$.5�(
�����%���� �"����" ����8��&� /���%��
 /����� �$�8�� ����8���
�/���� ��$��� �������8 �� ����� ��&�� �$�8�� ����8��� �%O����
�� "��&� ��&�� �������8 �� /��"�� �����" ��� �� �( /����-$���,
��(  ��� �-� /�� ������ %��8!�&� �%O�� ����( )��� /������
" 1�C�:�2*� K /������ " �$�!�� ��$�� $�����  ������"�8 �$�8,
�� ����8��� /�"������ ���� " ��������� ��/���� ��!�%�" QL�
@ ��&� "������ c " ������!���� ):* ����"���� /������� ��� ��,
����$���&� $�� �0���"���&� ���� " ��/���� QL� K�-� ���������,
���� ���� ���%��� f�)L�L*g �� ��/������ ������ ������������
��� ������

�� ��������� ��� � �!"�#$%�"%�!�&� '��'��(�&'"�

���� ���� ��dgjm� 	�	 
�������	���

'��%O�� ��&��� G /����$&��8��� ������ � !&�� L � �"����
L � L� 4$��8 �)G* �/�������� �������"����8 ��%���� �&���$��
M � m " G�  �i)L � L* � �� -� " i,� ������ L � L� S���� �"����"
� /���-����8��� �i �%������ ����� n)L*� L��� ����� ����� ������,
!����

lg n)L* 9 �d� lgL)� T o)�**� L� �� � � d� � :� )�*

�� &�"����� ��� �������8 ���� �)dgjm*  ������ � ����� %����,
"$. ���������8 d�� 6 ��$�� �$�8�� ����8����� �)dgjm* �������8
����� &�$%� &�"���� �����"���� " �$��$  ����8��( /�����-���"
S� � U$���� �"��� ������������ f)�*� ��� �.%�� ����� �� S�
�$5���"$�� ��� /������"���8����8 /��5��� L� L� L� �� ���

lg�)L� L* 9 � lgL)� T o)�**� )�*

;�����!���� )�* �/���"�� ��/ /��������"����� ���0����0�� ��,
%���� ��� ��/ ���&$�������� ���� �)dgjm*� �� /����� � ���,
".� /�������� #��8��� ��� ����8��� ���������8. ����� ;���,
"����"����� f)�* �/���"�� U$���� �"$ ���������8 ����� � ��/��
���&$�������� �� 4�� )�� f)�** �%��$.� �$�8�� ����8��� �/����
���� �)dgjm*� @� ���0�. � �$�8�� ����8��� /�"������ �)dgjm*
/��$�.� ��  $��0�� '��8�

RL)q* 9
X
�i��

)�i)L� L*��)G**q� jqj ��� )<*
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������ " ��$�� �$�8�� �����" ����� ���/�����$

lgRL)q* 9 �)q* lgL)� T o)�**� L� �� )A*

&�� �������&�"�� ������ �)q* �"��� � f)�* /���%���"���� H�-���

�)q* 9 min
�
)q�� f)�**� )C*

4�� q 9 � ������!���� )A* /���(���� " )�* � /�+���$ �)�* 9 �d��
��� ���� ����� ��&� �/���� )�� f)�** "���-����� " ����$ )d�� d�*�
 $��0�� �)q* ������� �)q* 9 d�)q � �*� 6 �%5�� ��$��  $��0�� ��)q*
"�/$�� � �)�* 9 � )��� ��-� /����� � ���� :*� L��� ��)q* ����&� "�,
/$��� � &����� �%���8 ������� /����"����� V�)q* �/�������� �����,
"� "����-��( ���&$��������� � " ������!���� )�*�  /���%���"���
H�-���  $��0�� �)q*

f)�* 9 min
q
)q�� �)q**

�/���"�� U$���� �"� ���������� +��( ���&$���������� E�� $�"��,
-����� ����"��.� �����-��� �$�8�� ����8��&�  ������� )����
�/��� 1:�2*� ������� $����"��� ��� ���&�( �����8��( /������"� 6 /,
���&������( ��$��(  $��0�� ��)q* ��-�� �$5���"�"�8� �� �� %��8
"�/$����� )4��������� "-��� /������ ���( /��"���$�8�� ���,
��" ��� " �%��� 1�C2�*

6������� dq 9 �)q*�)q��* ��"����� �� ���������� '��8� ��� ��
�%�%5����� ���������� #���%��&��,4������ 6 ���$ "�/$������
)��)q** ���� dq �� "�����.� � ������ q� @� ������!���� �)�* 9 �
� ������� � ������� �����

dq 9
�)q*� �)�*

q � � 9 V�)q�*� )��*

&�� q� � �������� ���� ��-�$ � � q� 4�+���$ dq " ��$�� &����(
� ����&� "�/$���( ��)q* �/���"�� ���� �� ��/�" ���&$���������
��� ����8�$. ���������8 ���� �)dgjm*� 6 ��$�� q 9 � "������
d� 9 V�)�*� �� ��"���� �� =�� ���0�����> ���������8 � ����,
���8� ���� ��� �"������ ������ $�"����� � 9 f)�*� '�!����� +��&�
$�"����� �%���� ��"��.� ���-���" S� /���-����8��� �,���� � /�,
+���$ �  ��������� ����� ������ ��� /�����"��.� ��%��8!�� ��,
������ ;���&� "�/$�����8 � &������8 ��)q* " ����������� �����0�
�%��/���"�� ������"������8 ����� � 9 f)�*� 6 +��� ��$�� ����,
��� ���-���" S�� � 9 d� �/�������� ��/���&������� �������8 ����
�� 7$��� /���/��&�8� ��� ����� ���� � ��&$������ ���$0���� ��&�
U$���� �" � %����"� ���������� �������� ��"/�.��
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F��� �%����� �� �%�%5����( ����������� dp ���8�� d� � d� �"�,
��� �  ����8����8. �������� �����  ����8���� �� �"��� d� �
d�� ���$� �� ���0�. � ����8��( ��/( ���&$�������� ����� )4��,
���� ������������&� ���� �$�8�� �����"� �����������"���( �
���(��������(� ���� �/��� " 1::�:�2�*

���� �	���������� ���������� �i�L�L�

S��%� �(��������"�8 " �%���� G �������"����8 ��%���� �&,
���$�� M � m � /��5��� L � L� �������� ���� �i)L � L* /� "���
/��5��� � �i � � � ���������� "����� 6�%�� "���" �"���� ��
0����� ��� ������( �� ��%������ ��/��8��"�8 �������� ���������
&�%��� � ������"����� �"������ ����/������������ �������"� "���"

m
�p�
i 9 kp�

p
i � jpj ��� �i � ��

&�� kp � �������"���� ������� ���� ���
P

m
�p�
i 9 �� ���� � $�����

)<*

��kp 9 RL)p*�
p)G*�

4�� p 9 � ����� �%����� ���������� ����� �i)L � L* � �i � ��
 /�� p� � ������� %$��� (��������"�8 ��%���� ���"��� �������
/�����8�$

X
�im

�p�
i � max

i
�i� p���

4$��8 ������� � � �p ��"���� "��� m
�p�
i � F�&�

� �i)L� L* �p9
X
�i��

�im
�p�
i 9 �)G*RL)pT �*�RL)p*�

L��� )A* ����� ������ ��

lg � �i)L� L* �p9 1�)pT �*� �)p*2 lgL)� T o)�**T lg�)G*

���

� �i)L� L* �p� �)G*Lcp� )��*

&�� �p ����� �����"��8��� "��

cp 9 �)pT �*� �)p* 9 pdp�� � )p� �*dp� )�:*
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6 %��8!�( ��&���( �������"����8 ��%���� �)G* (���!� �/���",
���� ������ /�"���������� #$���%��&�'�(���3 ��G* 9 a���bm� 4�,
+���$ )��* � )�:* /�����"��.� $��������� "����� ������!���� ):*
" ��$�� �$�8�� ����8��� ���� �)dgjm*�

K�%���� ��������� ��$�� ���������� � p 9 � � p 9 �� F�&�

cp 9

�
d� %����"� ���������8� p 9 ��
d� �������0����� ���������8� p 9 ��

F��� �%����� �%�����$ ���������. � �i �� ��"���� ��!�%,
��� ������ c 9 d�� ���� %����"� ���������8 �������� ���� �)dgjm*�
 ���������. � "����� ������� /��/��0����8�� ����� ��%���� "
�����( L� L� ��"���� �������0����� ���������8 c 9 d��

6�� fm�p�
i g ��-�� �����/������"�8 �� ��/��������� "�������,

���� P
�p�
L � � ������� �� "�%���� /��5��$ L � L� 4�+���$ )��*

�/���"�� �������"����8 ��%���� � M � m " P�p�L � ��$����� ������
L� L " �%���� G� F� -�� �� " )��* /��(���� � ���.����.� ���

cp 9 �)pT �*� �)p* 9 V�)pT ��*� � � �� � ��
���� cp ��-�� ��"���8 ���������$ ��/$ ���&$�������� ���� �)dgjm*�

���� �	���������� ������������� ��L�L�

'�������� ���%�8 %���������( "������

�L 9 �)L� L*�1�)G*)L�L�*
c2� )�	*

�"������ � ��%������ ��&��� G � ������ L � L� M���8 L� � "��!,
��� ��!�%� ��-��� L� 9

p
������� G�  �L �����.��� �� aL " )	*

/��������� ���-������� ����� 1�2 �!��� ��� ��/��������� �����
�L ��� ��� ����� � /������� c 9 ��� /��������� �� �"���� ��
/����� L " ��/���� ����:� �� � m 9 :�	� 6 �%��� 1�2 $�"��-�,
���� ��-� ��%� �"�������8 ��/��������� �L �� "�%�� "������W�&�
�����"� QT � ����� � � ��� � �� C ���� ��"��-����� � QT ���%$��
$��������� ���%� %��8 "��/����"������� F�� �� ������ "������� "�,
/��� ��� �$�8�� ����8��( ��� �)dgjm*3 /�� ���( c ��/���������
����� �L ����� /����� /�� L � �? �� � " ������ ��:� ��!���� �,

��$� ��/��8�$� "�� m
�p�
i 9 kp�

p
i " �����"� "������������ ���� P

�p�
L

��� �L� F�&� /�� p 9 � �� /����� � ��/��������. �L� ������� ��,
�����"���8 " �%��� 1�2�

���� �$�8�� ����8��( ��� ����8 !�����  ��� ���� ��&$�
%��8 $������� ����8 ���-��� 4�+���$ /��"���� ��������� +"�����,
������ ���$-������ 0��8 ������( � ���� ��� �-��&� p /��(���5��
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c 9 c�p�� /�� ������� �� ��-�� �-���8 �����"��8��� /�����8���

��/��������� ��� )�L�P
�p�
L *�

4$��8 f)�* � �$�8�� ����8��� �/���� �)dgjm*� F�&� ����� L�L
����� ��/ � � ���� ���(� ��� �i)L � L* � L�� ����� �� L�f����
4�+���$ "������ �i)L � L*�Lc ������� �� � � � /�� L � �� ����
i,� ����� ��������� � ��/$ � 9 c� 6���������8 ��� "�� ����� ��/ �
����� /������

L�f���m
�p�
i 9 L�f����pi )L� L*�RL)p* � L�f����p ��L��p��

&�� RL)p* �/�������� " )<*�  �)p*� ��&���� /���%���"��. H�-���
)C*� ���8 �)p* 9 min

�
)p�� f)�**� 4��$����� "���������8 ������� �� �

/�� L 	9 �� ���� ���8�� �)p* 9 p��f)�*� ;����"���8��� ������� c 9 c�p�

���"�� ��� /�� � 9 c  $��0�� p� � f)�* �����&�� �����$�
 ����
&�"���� c�p� 9 argmin

�
)p�� f)�**�

6 ��������� /�� p 9 � ������� c ���8 ���� �����$� f)�*�  /��
p 9 � ��� ��"/��� � �� ���0������ ���������8. d�� ��� �������
d� 9 f)d�*� F��� �%����� ���� $�"����� f)�* 9 d� � f)�* 9 � ���.�
������"����� ��!����� ��

c�p� 9

�
� 3 f)�* 9 d�� p 9 ��
d�� p 9 ��

L��� �/���� f)�* � ����&� "�/$���  $��0��� �� �� �/���"���� /�,
���������� " ������( �)q* 3 � 9 V�)q*� f)�* 9 q� � �)q*� ���.�� �
$����� "�/$������ ��)q*� �����

�p� f)�* 9 )p� q* V�)q* T �)q* � �)p*�

H�"� ���8 �����&�� �����$� /�� q 9 p� 4�+���$

c�p� 9 V�)p*� )��*

�
�������� ������� 4$��8 ��� �)dgjm* ����� /�������8 V�)gjm*�
��&� �/���� f)�* ������� �� ����� ����� )�� f)�** 9 ):� :*� 4�+���$
c�p� 9 d� 9 :� 6 +��� ��$�� ��-�� ����8 %��8!�3 ��/���������

)�L� P
�p�
L * ���.� /����� /�� L� ��

4�� p 9 �

lim
L��

Xf� � �L � xg
Xf�L � �g 9

mesfg 3 � � L��
V�)gjm*��)G*� xg

mesfg 3 V�)gjm*� �g 9 F
���
� )x*� )��*
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&�� mesfg 3 �)g* � xg ���8 ��� H�%�& )/��5�8* ������ ��� ������(
�)g* � x� 4����� �� �"���� �� "�%�� ��!���� ��%����� ��&��� G�

6 ��$�� p � � /����� ��/��������� )�L� P
�p�
L * ���8

F
�p�
� )x* 9

xZ
�

updF
���
� )u*�

�Z
�

updF
���
� )u*� )��*

������� ������� '�������� ���$ �)dgjm*� �������������$. �
�"���� 1�� �2� � ������� 1�� :2� &�� ����� ����"����"$.5�� /���������
E�� %�, ����8�� ����8 � �"$�� ������ " �/����� )�� f)�**3 ):� :*
� )�� �*� ��� ���  $��0�� �)q* 9 min)d�)p � �*� d�)p � �**� &�� d� 9 :
� d� 9 �� 4�� � � p � � /��$��� c�p� 9 :�  /�� p � � /��$���
c�p� 9 �� 6 �%��( ��$��( �$5���"$.� /�����8��� ����� ������� ��&$�
%��8 "�/���� /���%�� )��* � )��*���� �"���� �� ���� �)dgjm* �
1�� �2� /�� c 9 : � � 1�� :2 /�� c 9 �� 4�� p 9 � ���$0�� /���%�
 ��"��$ /���(��$ " ������������� 6����-�� �"� �������"�� � c 9 �
� c 9 :� 4�� c 9 � )c 9 :* /�����8��� ��/��������� ����� /�������8�
������ �/���������� ����� �)dgjm* � 1�� :2 )1�� �2�*� � ���&$����$.
���8 )���*� ������ ������������ " ����� �)�*� ����"����"�����

;�����!���� )�:* � )��* $���".� � �.%�/�����  ��3 /���,

���� c� /��(���5�� ��� !�����"��� ��/��������� f�)L� L*�P
�p�
L g �

�&� ������&�� "��%5� &�"���� �� ��"/�.� ��-�$ ��%��� 4��-��� ���

cp � c�p�� )�<*

6 ���� �����  $��0�� ��)q* "�/$���� /�+���$ " �����"�� )p� pT�*
�� ��-�� "�!� (����� �������.5�� ����� )p� �)p** � )pT�� �)pT�**�
����

�)q* � �)p* T )�)pT �*� �)p**)q � p*� p � q � pT ��

K�� ��&�

c�p� 9 lim
q�p

��q����p�
q�p � �)pT �*� �)p* 9 cp�

6 ���$ "�/$������ ��)q* �"����"� c�p� 9 cp "����-��� ���� �)q* "
)p� pT �* � �������  $��0��� K���"/����� cp � c�p� �%O�������� ����
��� " /�����8��� ��/��������� "���� ����� ��/ � 	9 c�p� /���(����
" � ��� � )��� /������*�
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���� ���������� ��q�

'%���� /���&���� ��� ���� $�� �0���"���( �����" �������,
����� ��/��8�$.� ��� ����. � ����&�� ��%���� �&���$��M � :�
��� +��&� ��&��� ��"����� �0���� d� 9 ��� 1�2 � d� 9 ������: 1:�� C2�
�"������8��"$.5�� " /��8�$ ������������ �)q*� �)q* 	9 d�)q� �*� �� ���,
��"���8��� " /��8�$ ��������"������� "�%�� c " ������!���� ):*� �%
+��� -� &�"���� ����&�� $%�"��� ����������� dq 9 �)q*�)q � �* " ��,
���"�� : � q � �� �������� #���� � ��� 1��2 /� M � ��� ��� /�����
�C<���CC� &&� S�������� ������� d� 9 ��A� �� /�������� �%��� ���8��
��(������ � d� 9 ��: ��� M � :� 6����� � ���� $������ /$%���,
0�� �� �����-� �� ���0��� ���%(������ ��� ��/���"����� �0����
dq� 4�+���$ �����������8 �)q* ���%$�� ���"������ /��"�����

I����8�� �)q* �/���������� �����  $��0�. '��8� RL)q* )��� )�<**
�� ����� &� �� lgRL)q* " �"�������� �� lgL /�� ���( L� #�"��
��$�����8 ������� " ���� ���%� ���� ��/��� ��!�%�" )L�� L�*� "
������� �0��� ����� $������"�

K��%(�������8 ��-��&� /���& L� �%$���"��� ���������8. ���-�,
��" �����������( ��%����� S���� ����� nL� /����".5�( �������8
���� �)dgjm*� ����� /������ )L��L*d� � L��� L �������� �� &�������,
����� /��&������� �� nL %����� ����� /�� L � �� 4�+���$� �����
� ��������&� ���&� L� �.%� ��/$��� L � L ����� %$��� �����-�8
���� ��%����� E�� "���� �  ����8�� /�"��8���� �� ��"����� �0����
dq 9 �� q � �� L��� /����%�"�8� ���%� " ������� � �����$ /��(���,
���8 k � %���� ��%����� ���� N�nL � k )&�� N � �%5�� ����� ��%����*�
�� /����� � �&�������. L� � )k�N*��d�L�� ��� %$��� "�/������ /��
"��( d� � :� ����

L� 9
p
k�NL�� )�A*

4���& )�A* � k 9 � /�����-�� " �%��� 1:�2� �� ��������� &�$%�
/�����8�$ ������� � �.%$. ���$ �)dgjm*� S��%� /��������8 +���
���������� ������ ����$.5��� F����������� �������"���� ����� "
�������� ���� �)dgjm* �� ����".� "������ � �� �$�8�� ����8,
��� �/���� ��� � �%�%5����� ���������� dq � �� 4�+���$� ����$ �
 $��0��� '��8� RL)q*� %$��� "�������8 RL)qjk*� E�/��������� ���&
RL)q* �$����$�� ���$��"�� "������� 1n)L� L� T *�n)G� T *2q /� ������
L� L� &�� n)A� T * � ����� ��%���� " /���%���� A � /����� T � ;���,
"����"����� RL)qjk* $����"�� ���8�� �� ������� &�� n)L � L� T * � k

" �������� RL)q* 9 RL)qj�*� N�!�% L� ����� � ������&�  $��0��
RL)q* � RL)qj�* ����.� ������ ��(����8��� ������"���� /�����8 �
L�� @��� &�"���� � L� /��������� ��!�%� ��-� ������&� �������,
�� )" ��!�%� L�* ���/����� �������� ���� �&��� �$5���"���$.
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���8 " �0���( �$�8�� ����8��&� �/����� 4�����-���� �0��� L�
+  ����"� /�� ���( q� /�����8�$ � ������ q )q � �* "��� ��&���(
"�� 1��n)G� T *2q " RL)q* %����� $���8!����� I����8��� /�"���
"�%�� L� ��� q � � ��-�� "�����8 " "���

jRL�)�*�RL�)�j�*j
RL�)�*

� ��

&�� � � ���� /����� )��-� � 9 ��Y*�
'�������� "��(�.. &���0$ L�� F���0������ �0���"��� �)q*

����"�� �� �  $��0�� '��8��  � �� ����&��8��� ���� ��0��

IL)q* 9
�

N

NX
i��

1n)BL)gi*� T *�n)G� T *2
q��� q 	9 �� �� )�C*

&�� BL)g* � ��$& ������ L � 0������ " g�  fgig � +/�0����� ��%����
" ����&�� S��%� %��8!����"� ��$&�" BL)gi* �� "�(����� � /������
��&��� G� "���� 1:�2 /�����-��� %��8 L� 9 �L�
 /����� � 9 ����
���� �%���8 G %���� � ��$&�"���  ��� �)dgjm* /���� �"�������
F��� �%����� ����"0�� �0���� L� �"��� � "�%���� �����$����
��� �0���"��� �)q*�  �� � �$5���"�� ����� 6 ���.�����"��( /��,
���(� ����"���( � ���/���%��( �%O���(� " ������$�� ��/��8,
�$.� L� 9 L�� ����� $-� /������!��  ����8��� �%O��� � ����,
��" ������0 � ��/����� � /���%��� ���� ���8�� /�� �/�0��8��
"�%���( ��!�%� L 9 )��	*k � ������� �%�.������ 4�+���$ �
/������ ������"���� ����8 ���� � ����� ��!�%��� ��� ������(
��"��$/����8 fn)L� L� T *g � ���$��"��� n)L � L� T * �� ��� ���� ��,
&� $����� ��"��$/����8 ��-�� /���"��8 �"����" ������������&�
���%��� L��� nL � )L��L*d� � nL � ����  d� �9 :� �� L� �9 L�����

4�����-���� �0��� L� ��-� +  ����"� ��!8 /�� ���( q� ;
������ q ����"��� "��� " RL)q* �.� ����� %��8!�� ���0����0��

�( ��� /�� �&��������� �%O��� ����( �� ������ ��$���� �%��8
/�����"����8��� ������������� ���%�8 �� n)L � L� T *� 6 +���
&�"��� /��/����"�� ��� ���-��&� �0���"��� �)q* /�� %��8!�( q� 6
�$�%$��������� )��� 1:<2*� &�� ���.���� /�"������$� ���$�!�� �����
��� �$�8�� ����8��&� ����� �����������8 �)q* ��� /��� �����/,
0�� +���&�� /�� %��8!�( ����( '�����8� $����"��� /�� � � q � ��

L��� )L � L* � ��&���� /�������������� &� ���" )lgRL)q*� lgL*�
� � q � q�� �� %$��� &�"����8 � �$�8�� ����8��� /�"������ �������,
����� " ��/���� ��!�%�" )L � L*� S��%� �0���  ����8��� ��,
�������� %�� ��������� $%������8���� "���� 1�<2 ���%$.�� ���%�
L�L � ��s� s � 	� E�� ����8 -������ ��� /����-���� ���%�"���
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��� /���/��&�� " �!�� ��$�� � �$�8�� ����8����8 � /���%��
������������ " !������ ��/���� ��!�%�"� L��� L� 9 ��� ��� ��
L� � ��� ���  ���� �������8 �/��������� +/�0�����" Q 9 � �� � L��
�� L�L � ���� 6 ����� $�� �0���"���( �����" ������������ 1�2
�� �����"���� � �����"��� ��!�%�" QL 9 )����:� ��*� 4�+���$
$�"��-����� � �$�8�� ����8��� /�"������ ������������ " $���,
��� ��/���� QL /�����"���� ������� ��� /����-�����

)� ���'��(�&'"! �%��#&$���

���� �� ;���$� 1�2� ��� ���� ���8��� /��������"����� ���,
��������� �������"��8 /���%���8 " ��� �����3 G 9 )	��N�
���N* �)��	�W� �:	�W* )���� �*� 7��� ��/��8��"�� ��%���� c M � :
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�� /���"��-���� ��� ��/��8�$���� ���������� d� � d� ��� !�����,
"��� �)L� L* �$5���"���� ��������
$������������ �L� @�(��� �� �$�8�� ����8��( /�����"������

�� /��!�� � ���.����.� ��� /��(���5�� /����� c ��� !�����",
��� ��/��������� �)L � L* ��-�� %��83 c 9 V�)�* �9 : � c 9 d� �9 ��	��
4��"�� ������� c ��"���� ���$0��� ��&� ��/$��� L�L ����� $��,
��"���� � /��������� "���� ��nL�  "����� � ���$0��� ��&� "��
/��/��0������ ������������ ���"����� +��� ������� 4�������,
��� /��"�� ��$�� ��"���� ������. p 9 ��  "����� � ������. p 9 ��
4�� "�%��� ������������( �0���� /����� c �� �-���� �����8,
!�&� ��%��� " ��/���������( �L )��� )�	** " ��/���� ��!�%�"�
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I$��0�� ��/��������� "������ lg �L /�����"���� � ���� ��a )��$,

�� p 9 �* � ��� )��$�� p 9 �* ��� ����( ������� c �� �/��� )::*�

N� ��/��8��"�� ��/�������8�� ������� c 9 ���� ��"��.5�� �0����

d� " �%��� 1�2� ���"�� � ���� � ��-�� �������"�8 � �� &� ���

��/��������� �L� /�����"�����( " log,!��� /� &���������� 6�%��

log,!��� ��� �L "/���� ������"���� /� �"$� /������3 �� ��"����
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6 �!�� ��$�� "/���� ���"���� �"������ ������ H�"�� �� �,

��"�� ��/��8�$���� " ������ "����������� /�� ����� �(��������

��/���������� E� ������ " /��"$. ������8 $����"�� ��(�-��,

��� ��/��������� " �%���� &�"��( ������� � ���8!� ��&��$��

� /�"������ =("����">� 6 �!�� ��$�� ���� ������� �L �"����

� ����� ������ n)L � L� T * � /�+���$ ����8 �������� K/����"�

%��8!�� ������� �L ���.� ���� ���������8��� /�&��!������ �����

������ /��"����� %��8!�( �L ���� ��� �/������.���  ���!���,

"��� /������"���8������� � "������ ���0����0��� " L � L ����,

�(� M "���� T 9 :� ��� ���( /������"���8������ ���� � /�+���$
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"���� K� ����8�� ������$ H�"� ��-�� �/�������8 �� ������8,

�$. ����$ ������ � �/�"������ )��*� �������.5�&� �"� ��"��",
����  $��0�� ��/��������� )��� ������� )�� �* � ���� �*� '����

L 9 ��� :�� ��� A�� ��� ��"��.� �����  $��0�� ��/���������� N�,

���$� �� /�/���( ��������� /��������� � ���$ ��%��� )�c* ��,
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K ���� ��a )��$�� p 9 �* "������ �c ��������� $%�"�� � ��,

���� /������� c � �����&�� �����$� /�� c 9 :� ������� ��"/,

��� � /��&������ �������� c 9 V�)�*� ;�$�� p 9 � )���� ���* %�,

��� ������� /�����8�$ �-������ ������� c 9 V�)�* 9 ��	� �(������

"�$��� �����"� )�� :*� ; ������ /������� c ��%��8!�� ��(�-��,

��� ��/��������� /�"�� /�������� �� �%���� ���( �L " �%���8

%��8!�( ������� �L� 4���-���� �"��"���� �����&���� " �����"��

��� � c � ��	�� &�� �����$� �c ��%� "��-��� '�������8 "�����

�0���� /������� c �� ��!�� &�"����8� ��� �%� �0����� ��"��.5��
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