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DIRECT AND INVERSE SEISMOLOGICAL PROBLEMS
AND THEIR TRANSFORMATIONS

A�N�KUZNETSOV

International Institute of Earthquake Prediction Theory
and Mathematical Geophysics� Russian Academy of Sciences� Moscow

The direct and 3exible method for the solution of direct and inverse matrix Sturm!
Liouville problems is proposed# The method uses consecutive application Fourier!Laplace
transformations 'W �transformations� in honour H# Weyl*� not necessarily canonic� and
solution of a matrix Gelfand!Levitan!Marchenko equation once to elasticity equations#
W �transformation of one variable matrix function is an integral of it4s products with ma�
trix function� which depends on spectral parameter of some Sturm!Liouville problem S#
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The last function is usually a special solution of Cauchy problem for the chosen Sturm!
Liouville operator# As a rule Cauchy data are consistent to one of the boundary conditions
for the problem S# Operator of the second derivative� the simplest one� is suitable for a
wide class scalar and matrix problems including seismological ones# Procedure is applicable
both to not selfadjoint problems and to problems in which the boundary conditions depend
on spectral parameter# The main requirement on the constructed W �transformations is
their invertibility# The role of Gelfand!Levitan!Marchenko equation became more clear# It
connects two matrix functions of two variables# First of them is required solution of some
nonlinear problem while the problem for the second function is linear# In a seismological
case the problem for the second function is reduced to the matrix equation in convolutions�
which is transformed� now classically� to the equation similar to the characteristic equation#
The last is solved algebraically# The full circuit of transformations from given seismogram�
which satis5es linear elasticity equations in plain or spherically layered medium� up to
new seismogram� the synthetic one� calculated after reconstruction of a medium is traced#
Some points are re5ned in known procedure for the reduction of the elasticity equations
in layered media to Sturm!Liouville matrix problems#
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��&�,�����* �� (  ��&�'�� - -&������> .�-& �#$�-����* ���� ?����
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�2 � +�>� 4&���'��� -�����*� 7&���� '���� ,���� �-B�������� ,����*�
�� v2 ��( (�( +�&�� W /+&���&�,������ 9W� # ���� (�����'��(�� +&�/
��&�,������ G-&�� # $�+���� +� 4�&�,�������� +�&� ���� 2 ����
&�,��<���� +� �+�@������ "-�(@�* ; +&�������* �&�,��� "-�(@�>
u� E�(� ��&�,� 2 ��, ����4� &��� ����'��(��2 &��+&��������� +� 4&�/
��@� ������� 9�(�>'�* �&� ���->;2 ���1���� �� -�����*� 7�&� ��&�
-&������*� � # �������� '����2 � # -4��2 ��+&������� �������*>B�1
�������4� ��(��&�2 (���������1 ( ���>2 � # '������� 7�&� ����* x
# ���� 4�-���� � +��-+&���&������2 ���� x H � ln r�r�2 4�� r # +�&�/
 ����1 &���-� )�&� ��� @�����&�2 r� # ���)��1 &���-�� F��* 6��4�
+&���&�,�����* *��� # ������ -&������* � '����� � +&��,����� � (
���(������� �

Q # ��""�&��@������/ ��&�'��� +&���&�,������ +�����* 9���'�
�(�,���2 ����1��* ,� ��� ���,������12 ����&<�B�* +&��,����-> +� x;�
%��&�@� y -��������&*��  ��&�'��1 (&����1 ,���'�.�-& �#$�-����*
� +����@���� q9x;� ?���� <�  �<�� �,�������* �� +&���� '����1 �
-&������*� ��* y 9(&� � ������ &����*��*2 (���'��;� F��* #  �(��/
 ������ -+&�B���� "�& � &�,-������ &�,������* +�&� ������

W� # �+�@������ +����&����� ��&�����  ��&�'��� W /+&���&�,���/
��� �� �������4� '���� � ( ��B��������1 +�&� ����1 t2 (���&�*2 +�/
�*���2 ,���� -<� # �� �&� *� ���  ��&�'��� W /+&���&�,�����* +&�/
 ��*>��* �+&���� G-�(@�* K9x� t; # &�4-�*&��* '���� W�/�&�4�����
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"-�(@�� y9x� �;� 04� ���4-�*&��* '���� &���� �9x � t; 9� # "-�(@�*
��&�(�;� K9x� t; ����,��'�� �+&����*���* �, ��(�����'��(�1 (&����1
,���'� ��, -B����4� ��- �&��4� �+�&���&� ���� ��&�

K�xx �K�tt J q�9x;K �K q�9t; H ��

:9K9x� x;;�xJ q�9x;� q�9x; H ��

K9x��; H �� K�t9x��; H �

� +�>� ( 6�� -  �4-� ���� ,����� "-�(@�� K9�� t;2K�x9�� t;2 q� 94�� q� #
6�� ��)� q2 � q� #  ��&�'��1 +����@���W�/,���'� .�-& �#$�-����*;�
E�(� ��&�,� 2 +&* �* ,���'� 9(�4�� q # �,������2 � ������ &����*��*
K9�� t;2 K�x9�� t;  �<�� �� ����; �&���"�& �&������� � ����1�-> ,�/
��'-2 � ��&����* 9(�4�� q # ���,������2 �� ,��� ���� ������ &����*��*;
# � ������1�->� ?���� � ����1 �� +&����� %�<�� ����2 +&��@�+� ����1
W /+&���&�,������2 (�4��  �<��2 � � ��&�2 '�� +��-'���*K F�� ���� �
�� 2 '�� �+�&���& ���� ��&� � +����@���� +&�B� �������� -&������1
-+&-4����K =���->B�1 )�4 # �+&��������

7&���&�,������ EGLM ��*,����� ��(� �� "-�(@�� K � F -&����/
��� !���"����#$�������#%�&'��(�

K9x� t; J F 9x� t; J

�Z
x

K9x� s;F 9s� t; ds H ��

5�&����* ,���'� ��* F # ����1���

�F J q�9x;F � F q�9t; H ��

F 9x��; H �� F 9�� t; H �� F�x9�� t; H ��

K9�� t; J F 9�� t; J

�Z
�

K9�� s;F 9s� t; ds H ��

F�x9�� t;� 9	 JK9�� �;;F 9�� t;J 


�
G9t; J

�Z
�

G9s;F 9s� t; ds

�
H ��

7&* �* ,���'� # �� ����� ����1��� 5�� �(�>'��� �� � -&�������

K9x� t; J F 9x� t; J

�Z
x

K9x� s;F 9s� t; ds H �

� �,������ *�&� K� F �� q ,������ ����(� '�&�, K2 � �� '���� #
'�&�, ������ &����*��*� � &��� ��&���� +&� �&� # ��1� ���4�'��(�1
,���'� ��* ��+&�&���� �������4� )�&� # +������ -&������� ��* F 9x� t;
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�(�,����� (�����'��(� -&������� ���� ��&�� F��* 6��1 ,� ��� ��/
�,������� �� �� *���2 �� &�,-����� �+�'���*��� 5������� � ��)� 
+&� �&��

5+�&�@�* D &�)��� +������ -&������� ��* F 2 �� �� � +&� �&� F ��/
&�<����* '�&�, 9 ��&�'���; "-�(@�� ����1 +�&� ����1 Z9x; # ��4-B��
�+&��� � ����� ������ L�� ������ � ����� ���<��� ��-'�*� ���-<���� ��
�-�� 2 ���* 6�� ��&�)� �,������� � ��)� +&� �&� '-����� ��&�,� 
������ &����*��* +&��&������� � ���&��'��� -&������* ��* Z2 (���&�*
������� �, �&��  ��&�'��� (� +����� Z H 9U� V�W ;�

7�������� +&���&�,������ � ���4&�  � W� # (�����'��(�� +&���&�/
,������ $�+����� � +&� �&� +��-'�� ��* �,��&�<���1 ���� U 2 V 2
W ����1�-> ��4��&��'��(-> ����� -2 �+&��������� (���&�1  �<��
���� ��,��� ��&�(��&����'��(�  ��4�'���� ��&����1 ,���'�� 8�/
)���� U 2 V ,������ �� +&��,������1  ��&�'��1 "-�(@�� W �� +��-/
+&* �12 �'��� ����&� -����>B�1 9�� +&���&�,������ $�+���� ���<��
���� �+&������� �� ���1 (� +��(���1 +���(����;�

5��-�� (�&��(� ������ 6��1 ��4�(�� E�+�&�2 ����  � �- ��� ��/
�&����* �� (��@� ���4&�  �2  �<��2 ���4�*�� ��&����2 ��1�� q2 +�/
&� ��&� �&��� � +��� u2 �+&����*>B�� �������'��(-> ��1� �4&�  -�
=�1� ���4�'��(-> ,���'-  �<�� �+&������� (�( (�&&�(��� +��������/
�->2 ���� +���� ,���&)���* 6��4� (&-4� �������'��(�* ��1� �4&�  �
���+���� � �������12 � ��1������ +�&� ��&� �&��� # � ,������ ��

�������� +��� � �4� �&���"�& ���� ,����*� �� +�&� ��&�� � � �2
� +�&� ��&� �&��� # ���� 5���(� 6�� ��� � �������������* +�&� ��&��
����� �� 4�&����&-�� 6��1 ��,����� ����� ��, �<��2 '�� �����4�-��
��  �<�� � +� �B�> "-�(@�� W � M�2  �<�� ����2 6�� ,���'� '����'��
&�)���* +��&������ �4&���'���1 �� ��1� �4&�  �� ��, �<��2 '��
����(� �� (�<��* "-�(@�* �+������ ����� ��1� �4&�  �1�

=� ���+&*<������� (&����1 ,���'� ��* y � �,��<���� ��4�&�� �
�� �������� �2 �� +���,��� F��(2 ��* �&�� �&��1 ����� � ����1��1
-+&-4���� � �������1 �&��� �&�� ��+�� # +���(�2 �"�&�'��(� � @����/
�&�'��(� # 6�� ��� � &�)���* ��&����1 ,���'�  �<�� ���� &����,�/
���� +�'�� &-������ %� +&����� ��� �� �-B��������� +��&��������
M� +�&�� )�4�2 ����- 4&� �,�(���� +&���&�,�����12 �4&���'� �,��/
<���� +���(� ��-'�� �

-� �"�#$" %#� ��� ." �����& .!".*#(/�

8��� ��&� �������� +��� � �B���1 u9x�� t;2 x� H 9x�� x�� x�; � ����/
��� +��-+&���&������ x� � �� 04� ,��'���* �� 4&���@� u9�� x�� x�� t;2
�,*��� � ��-� 6(,� +�*&��2 � �-�-� ����� � &����*��* � ��)�1 ��&��/
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��1 ,���'�� 8��� ��&������* ������� jx�j� jx�j � l ��� x�� J x�� � l�2
� � x� � l�2 4�� �&��� -+&-4�2 �,��&�+�� � +���(� �������2 ����'���
l � l�  �4-� ���� &���� �� �&� ����1 ��&�,�( ��(<�2 �����������2
�4&���'��� E�4�� �:� ��1� �'��(�� +��� +��'��*���* ����� �

E�u�
def
H �Nui � 9�uk�k;�i � 9ui�j;�j � 9uj�i;�j H �� 9:;

4�� �9x; # +��������2 �9x; � 9x; # (�6""�@����� $� �D ��� 6�� "-�(/
@�� ,����*� ����(� �� ����1 +�&� ����1 x H x�� ?�+*��1 � ����(��
�����*���* �� �& (��&������ ��� �� � (��&������2 +� (���&�1 ����/
'��� ��""�&��@�&-���*D +����&���� ����(�� �  ��� � +&��+���4���
�-  �&������  ��� �� +� ,��'���* 6��4� ����(��� 
2 :2 	 � ����� 
��-'��� !&���@� ������� �-��� +&��+���4����* ��������12 6�� ,��'��2
'�� ����2 +&���<����* ( �� 6�� ���-2 &���� �-�>�

nitij H �� 9	;

4�� ni # +��� �����'��� ��& ���1 ( 4&���@�2 tij H �uk�k�i�j J 9ui�jJ
Juj�i; # ���,�& ��+&*<���1� M� +���&������ 9x H �; 6�� -������ ���'��
��* ��1� ���4��2 �� �&-4�1 ���&��� ���* 9x H l�; -������  �<�� ����
�&-4� ��� ���,������ �

���� ����	
	��	 	�	�	���� � �
������ ��	���

7&��*�� �:#�� &��(�������� +��� +� �����  ��&�'�� &�)���* 
(&����1 ,���'�2 (���&�� ��&�<�>��* '�&�, "-�(@�� 3�����*� ?����
��� �-��� &�,��<��� �� +���(�� ������ C�� +&�@��-&� (�<���* �����
+&����1 ���* �� +��� -2 '�� ��� �� �&��-�� +�&����� ( @�����&�'��(� 
(��&������ � � ����� � 9:; +&���� +&� ��*���* +&���&�,������ G-/
&�� +� (��&������ t2 x�2 x�� 7&���� �,/,� ��4�2 '�� +���  �<�� ����
�+&������� ����(� � �4&���'����1 ������� �, �����* 6��� +�&� �����2
+&�@��-&� ���(���(� -���<����*� 8�,-������ &�,��<���1 � �����  �/
����� �-(������ ���+���>� # +��-'����* ���� � �� <� (&����* ,���'�
��* ����� � ���(�������� -&������1 � +�&� ��&� �� C�� ��A*��*���*
�� 2 '�� +���(�* ����� ��  ��&�'�� ������������ +���&���� ��(&-4
���2 -�������1 � ���(���'������ E�( (�( -&������* ��* u ��  ��&�'��
������������ ����4�� +� 4�&�,������2 6��� &�,-����� �� ,������ (�(
�� ����&� ��&��(�����1 ��� ��  ��&��2 ��( � �� ��+&������* "&����
+���(�1 ������ F��(2 - ��<� ��(��&��� -&������� 9:; �� �&�,�>B->
"-�(@�> H�9x�� x�� t; � +&� ��� +&���&�,������ G-&��� =&�,�>B�*
"-�(@�* &���� +&��,������> ��&�(��&����'��(�� "-�(@�1 ��&�,(��
���1 x�2 x�2 t �� +&��,������� (���&�� �+&������� u� %�<�� +���,�/

�����* � 4���(�1 �&�,�>B�1 "-�(@��1� ��  -����& f
def
H H�E � EH�
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���&�����'�� � (��@�� ��&�,(��� � +&�@��-&� &�)���* ��&����1 ,�/
��'� �  �<�� +&����&�'�2 (�( �-��� ������ 04� ��&�<���� '�&�, 4&�/
��'��� ,��'���* +��* +��&��-���*2 ����  � ,����� 2 &�)�� ��&���->
,���'-2 6�� +��� ������������� 7��-'�� �bEdH�u H bf �
4�� �+�&���& bE +��-'����* �, E ,� ��� � ��""�&��@�&�����1 +�
x�2 x�2 t �� �� ���� i��2 i��2 i�� 7&������� +&���&��������-> '����
+&���&�,�����* G-&�� � ���� &�,��<���* �� +���(�� �����2 +�&�1�� 
� �� ( +��*&�� (��&������ � �� H � cos�2 �� H � sin�2 � ��� x�2 x�
+���&�� �� -4�� �� x� H y cos� � z sin �2 x� H y sin� J z cos�� C��
<� +&���&�,������ x� H S�9x�� y� z;T �������� � ����&)��� � � ��(��/
&� � �B���1 H�u H S�w2 '���� ���&����� ��� �+�&���&� E2 (���&�12
(�( �,������2 ����&������ ������������ �����&� ����� �&��4�����/
��� 9+����*����; +&���&�,�����1 ,����� �� � ��,����� �� +&���&��/
�������� +�&� ������

E9x�� y� z;�S�w9x�� y� z;� H S�E9x�� y� z;�w9x�� y� z;��

E�( (�( x���Jx��� H �y2 �� +&���&�,������ G-&�� +&��,������1 "-�(/
@�� v9x�� x�; � ��� ����

bv H �Z
��

v9S�9y� z;; e
� i � y dy dz H 9v9S�9y� z;;;b9�� �;� 9�;

F��(2 �������� +��� u - ��<����* �� �&�,�>B-> "-�(@�> � ������* ��
 ��&�@- S�2 (��&������ x�2 x�2 x� ,� ��*>��* �� x y2 z2 +� +������� 
�������* +&���&�,������ G-&�� x � �2 y � 
2 � (���&� +���4����*

 H �� 7��� u +&��&�B����* � @���� �� �1���� 9+� �; �&���"�& ���
v9x� �� �� �;2 (�<��* �, (���&�� -��������&*�� ����� �2 &��+���>B�1�*
�� ����� - 86��* � -&������� $*�� 9���,��'�� � H �J :;�

���v� J 9�9v��x;�x J i�99�v�;�x J v��x;� ��v� H f��

���v� J 9v��x;�x J i�9�v��x J 9v�;�x;� ���v� H f��

���v� J 9v��x;�x � ��v� H f��

9�;

C(���������� ��&�,� 6�� ����� � +��-'����* +�&����� ( �� ���� 
��""�&��@�&�����1 �, ����� � 9:;2 � (���&�1 ��� +&��,������ +� x�
+&�&���*�� �-�>�

� Nwi � 9�wk�k;�i � 9wi�j;�j � 9wj�i;�j H �� i� j� k � 9
� :;�

� Nw� � 9w��j;�j H �� j � 9
� :;�
9�;
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7&���� '���� ,����*� �� ,��'���1 ����� u �� 4&���@�� +&���&�������/
��1 � �&� ���O�1 �������1� F� ���'�� ���&�����>� ���� ������ +&��/
+���4�*2 '�� ����� u P,��-����P �� 4&���@��2 ���� ����������� �'�/
��*2 '�� �-B����->� &�)���* ����&����1 (&����1 9+� x; ,���'� ��*
����� � 9�;2 (���&� ����������->� ����� u �� ��� +&���&������
9�� �&�,�����;� M� ��(�� ����� +�&��'�����>��* ������ &����*��*2
(���&�� +&��&�B�>��* � "-�(@�> ��1�*#E��' �&)�2 � �+�(�&����->
"-�(@�> ��� ��+���,->��* ����� ��+��&���������2 ��( '�� � &�)����
��&����1 ,���'�  �<�� ���1���� ��, f��

F, ����������� "-�(@�1 v ����&����1 ,���'� ��* 9�;  �<�� ��&�/
��� �������'��(�� ��1� �4&�  � u� M� ���� +�������� ,���'- � ���/
����������� �������4� +��* u2 �� ��, f� �� ���1��)��*� ��* ����� �
9�; � 6�� ��-'�� +&�����* ��1�� "-��� ��������� &�)���� � � �4� +�/
 �B�>2  ����� ��&��@�� +����*����2 ������ ������&���-> ,���'- (
����� � ����4&������ -&������1 ������&&�� 7��'�&(�� �B� &�,2 '��
&�)���* �&�,- �� +��-'����*2 +��� - '�� +&���* '���� f� ,������ ��
���,������1 v2 ��( (�( ��� ,������ �� ,��'���1 u �� 4&���@�� ������� �
�&� ���O�4� ��&�,(�� ������&&��� � 6�� -&������* �-�-�2 ����(� ����
&��� ��&������* ,���'� ��)� # �������������� ����� �� 4&���@��

�&����� -�����* 9	; �� 4�&�,��������1 4&���@�2 (�4�� ni H 9
� �� �;2
� �>� ��� t�j H �2 +&� x� H �2 ��� ��* +���(�1 ������

�u��� J �u��� H ��

u��� J u��� H ��

u��� H ��
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9�;

������ &����*��* ��* "-�(@�� v9x; �,��'�>�2 '�� �,������ v9�;� ?��*
��2 �, 4&���'��4� -�����* 9�;  �<�� ��1�� +&��,����-> v�x9�;2 �, +���/
��4� -&������* # ���&-> v�xx9�;2 � � � 2 ����� 2 &�,��<���� E�1��&� v9x; �
�-�� 9����2 (���'��2 +�&� ��&� �&��� �,������ �� +���&������ � +&�/
�,����� �;�

��* +��-'���* ��'��4� �����������* �� ��� �1 &�)���* ��&����1
,���'�2 �,��<����1 � �
� ��� �
�� ��* �(��*&��4� -&������*2 �-')�
+&� ��*�� +� y +&���&�,������ $�+����� I���2 '�� ��* 6��4� �&�,�>/
B-> "-�(@�> H�  �<�� - ��<��� �B� �� "-�(@�> Q�����1�� H9y;2
��  �<�� �����-�� ��'��� (��&����� �� ��� y � ����1 (���@ ��&�,(�
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������������	 �	�����������
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C�� +&���&�,�����* +&�����->� @��� # ������ ,���'� 9�; ��* v ( ,�/
��'� .�-& � # $�-����*2 ����� - 86��*2 �����������2 # (  ��&�'��1�
=�-'�1 $*�� +&��� ���* � ��+&�*���2 (�4��  � ��� &�,&��� �
2
:��
7���4�* v� H ���� y2 ������ �

y�� J q y � ��y H f�� x � ��
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��( ��+�&� ��*�������2 � ��-'�� 86��* +�&��1 � &�)�>B�1 )�4 ��/
����� � ��(�>'���� +�&��1 ���+��� �� .�4 6��� �(�,������* +&���� 2
���4���&* �� -2 '�� � ����� �� �����������1 +���'��1 ���4����� �+�/
&���&�� 5��,��'� +&���&�,������ +�����* ��*  ��&�@ ��� �+�&���&��
'�&�, IntML HMLM��� 5'������2

Int

�
� �
� 


��
a b

c d

�
H

�
a �b

���c d

�
�

+�6�� - +&���&�,������
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�
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�
�+�&���&� ����� � 86��* �, 9�; �����4��� @���� $�4�(� ������1)��
��1����1 +&����� M��� &�,&�)��� ����� - ������������ ���&)�1 9���/
&�1; +&��,�����12 '�� �� �&-���2 ��( (�( (�6""�@���� +&� ��1 # ���*
� ��""�&��@������12 �� ��&��� �1 �+�&���&2 �� ��4�  �<�� +���/
����� ?��� (�6""�@���� +&� �� ���4�����,�&-���* ��""�&��@����/
�� +&���&�,������ +�����*� M�(���@2 -��'��<����* '��� � +�&��1
+&��,�����1� 5���(� �,/,� 4&� �,�(����  ��&�'��� +&���&�,�����1
�-')� ��������� ����<����1 ��� � ���� E� <�  �<�� ��1�� +��&����/
��� 6��� ��'������1� =���-* ���2 +���<� � H d� dx � +&� ��� �����
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�
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;

=&����� �+�&���& 9

; � �+�&���&� 9

; �, ���2  �<�� -�������* � ��/
�+������ &�,-������� &�,��<���* ��1� �'��(�1 ����� �� �����  ��&�/
'��(�� � +���(�� �����2 ���� 4���&��� � ����� '���*� -&������1� �&��/
����� $*�� �, 9�; ��(<� ���+����� � �����  ��&�'�� -&������� 9
;
� ������ �
��

5+�&���& P� +&� � H � '-����� ��&�,� &��(���������* ��  ��/
<������
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��� �

�
� M� H ���

�
� �

���� � �
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M� ����->B� )�4� �����4����*  �(�� - +&������ ���� �+�&�/
��&� � (����� *���� ��""�&��@������/ ��&�'��� +&���&�,�����1�
� �+�&���&� P�  �<�� ��)� ���� �, 6�� ����� +���'��1 ���4�����
- ��<���2 � �&-4�1 &�,������ ��  ��)����&->B�1  ��<�����2 ��,�/
���*B�1 �� �� x �� �� ��
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def
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?���� +�*��*���* ��  ��&�* # ����  ��&�@� K &���� �-�>� 5�  �/
�&�@� L  �<�� �,�������* ����(� &�)�� ��""�&��@������� -&��������
� ���4� +��-'�� 

P�
def
H Int��G P� H 9� J V ;9� � V ;� �� H �� � �� � U�

4��  ��&�@� G # +&��,������� ��&��� �� &�)���� -&������* G� H LG2
V H IntGK2 U H V �J V �� =���  ��&�@� V &���� �-�>2 detG H const�
����� �� +��&��-���* ����(� �+�&���& P�� 5� � ��� �����(���1 ���



� $��#�
������"�� � ������

�� ���� �&�� ��-'�*� �������� ���� +���(�2 �"�&�'��(� � @�����&�'�/
�(� ���� � +�������� ��-� �&���� (��&������ x ���,��'��� 4�-���- +�
&���-�-2 r H e�x� �&������>

P�y H f 9
:;

-��������&*�� "-�(@�* y2 ��*,����* � v ��&��� � ������)���� 

v HM�QM�Gy� 9
	;

7&���* '����2 (���'��2 ��<� +&���&�,�������2 �� ���,��'����* �-���
��1 <� �-(��1�

����� �-��� ��+���,������* -������ ����&�4� -������* +����@����
U �� ���(���'�����2 (�4�� &��� ��&������* ,���'� � +��-+&���&�������
�&*� �� ��� �-B�������� �� � +� ����2 ��  � ���&��� ��* �,��<���*
� ���� ��� ��&����  �����2 (���&�  �<�� &�)��� ,���'� � ����&�
-����>B� +����@���� � F, ��+������� ������)���1 ��4(� +��-'���
��&�<����

GU H K L� LK J 9K� �K�;G�

F�����-* ��&�<���* ��* K � L2  �<�� +&�1�� ( �����-2 '�� -����/
>B� - +����@���- �&-��� +&����� "�,�'��(�1 � ���� =������,�@��
�������*  �<��� ��&�*���2 � ��(� +&��+���<���� � ����-�� &�)���
+���(�� ,���'�� � �"�&�'��(� ������� ��-'�� ��� ��� <�  ��&�@ ���
+�(�,�����2 '��2 (�4��  �������,�&-���* ����,� @���&�2 �� +����@����
 �<�� �������* 6(�+����@������4� ��&� ����* ( �(��*&��1  ��&�@� #
+���<������� - '���-� C�-  ��&�@-  �<��2 �������� ( �� � +��-'���
����&� -����>B�1 +����@��� 9+��&������� �+-��� ;� M� � ,���� ��-/
'�1 �������,�&->B�4��* +����@���� ��4�*��� ������������2 ��( (�(
+�&���� ( ����&� -����>B� - ��+&*<�� � ����� �� ���(���'�����
+&���&�,������ �

7�&��'���� ��+�&� (&����� -������ 9�; �� "-�(@�> y� � ��4� �-<��
+��������� v �, 9
	; � ��&�,��� ���&�� +&��,������ y �, -&������*
9
:;� 7��-'� 
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,����*B�*2 (�(  � ���� 2 �� �������4� '����2 � g # ����* +&���* '�����
7��&������� ��<� ���� � 4&� �,�(�� ��'������1  �<�� ��1�� � �
	��
!�����1  �����'��(�1 +&��@�+ ��'������1 # ����&)��� +��������(-
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9
	; �� �&�,-2 � )�4 ,� )�4� � '���&� 6��+�2 +&� +�&��1 ��, �<�����
,� ��** ���&-> +&��,����-> +&� �<-��'��1 "-�(@�� ��&�<���� ��*
��� �, +�����4� -&������*�
������ !�	����������	 ������ ����	����� ������ &����*��*

������*��* ��+�&� ��- * �� �1���� � "-�(@�1 y9�� �� �� �;2
�y

�x
9�� �� �� �;�

7&��,����->2 &�,- ����*2  �<�� ��1�� �, 4&���'��4� -�����*2 � ���/
&-> # �, -&������*� 7&� ��B��������� �� �� ���������* �B� � ��� &�,�
����)�2 ��( (�( ��B��������1 ����� � -��������&*>� � ��B��������*
�  �� �* '���� y +� ������������

7&���&�,->� ������ &����*��*2 '���� �,�������* �� ���4� ��)��4��
8�,-������ �(�,������* ����'���2 '�&�, (���&-> ��&�<�>� ��2 
��
&�,��'��� "-�(@�� ��1�*#E��' �&)�� 8���-<����� 6�� +&�������*
�� ��� �  ����� ��&��@�� +����*���� ��*  ��&�'��1 ����� � � +�&�/
 ��&� �

y�� J q y H f�

y�9�;� � y9�; H g�
9
�;

7-��� ���� &�)���� y +� (&�1��1  �&� � ���� &*�� E�1��&� �� ���&�1
+&��,�����1� E�4��

y H z� v� J z� v��

4�� z� # "-��� ��������� &�)���� ����&����4� -&������* � 9
�;2 ��(��
'�� det z� 	H �2 v� # ��&��&-� �� +����*����  ��&�@�� ������� � ��-�
+&��,������ y +&��,������ v� � �������-> ����� -2 +��-'� 

y� H z�� v� J z�� v� J a� z� v
�
� J z� v

�
� H a�

y�� H z��� v� J z��� v� J f� z�� v
�
� J z�� v

�
� H f � a��

�&����� -������ +�&�+�)���* � ����

9z��9�;� �z�9�;; v�9�; J 9z��9�;� �z�9�;; v�9�; H g � a9�;�

M�1�� ��+�&� &�)���� z ����&����1 ,���'� 9
�;2 *���2 '��

z H z� J z�w�

%��&�@� w ,������ ����(� �� +�&� ��&�� ,���'� 9�� �� +�&� ��&��
�&���2 � �� �� �� �;2 ��� � �-��� ��(� �1 "-�(@��1 ��1�*� =�������
(&����� -�����* ��* z � y2 +��-'� 

9z��9�;� �z��9�;; 9�wv�9�; J v�9�;; H g � a9�;�
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7���4�*2 ��+�&� a9�; H g2 v�9�; H 
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�
�9�; � �z�9�;; 	H �2 +��-'� 

v�9�; H w �

y9�; H z�9�; J z�9�;w H z9�;� 9
�;

C�� -&������� +&� �>�� ����&� ����1�� ��,����� �� 9��� +����/
*��� �  ��&�@� � +&� - ��<���� ����(� �+&���; &�)���1 ����&����1
,���'� 9
�; ������ &����*��* y9�; �+&����*>� ������ &����*��* z9�;
� "-�(@�> ��1�*#E��' �&)� w� M� �-��� -������ �,*�� �� - z9�;2
+���� '�4� � ��'������� w �� �-��� �����������

5�&����2 ���� +����@��� ����� �-��� ��1���2 ��2 &��+���4�* &�)�/
��* � z�2 z� � "-�(@��1 z9�; ��� "-�(@��1 w2  �<�� ������������ y2
&�)�* ,���'- ��)� ��* -&������*2 � (���&� +&���* '����2 +&����2
��<� ,������ �� y�

� ��� "-�(@�* ��1�* W � ��)�� ���,��'���*� &����

W H z�9�;9z
�
�9�;� �z�9�;;

�� H �z�9�;w 9z
�
�9�;� �z�9�;;

�� H w

+&� z�9�; H 
2 z��9�; H �
2 z�9�; H ��
� &����� �
�� � �&� �, ��1 <� )(��� "�& � ������ &����*��* �

��'����� ���+����� � ��)�1� =� � <� &����� � ��)�1 � ���  ��� ��/
B�4�� 3�&���* ��-+��'���* �&���2 � ����&����� ���*� �������� +���
� ��� *���1 ���2 �� 4&���@�� �(��������* +� ��+&�&������� � �B���*
� ��+&*<���*�

��4�� ,���'� &�)����* � ���� (���'��1 ��� ���(���'��1 4�-����2
"-�(@�* z  �<�� ��&�<����* '�&�, "-��� ��������� &�)����2 �+&���/
������ (&���� � -�����* � �� ��<��1 4&���@��

� ������1)� +������ � (&����� -&������* � ������ &����*��* ��*
�&���"�& ��� ���� $*�� � 86��* �-�-� &��� ��&������* +&� ��B������/
��� k �2 �������������2 +&�  �� �� � H ik� ��, �<����� � �+����
�����<���* ��(�1 ���-�@�� -<� �,��<��� ��)�� � ��-'�� 86��* ���,/
������� � -&������*� ����-�  ��&�'�� �2 6��  ��&�@� �������*>��*
�, ��-� ��,����� �� �����@��/&�)���1� 0��� ��� �����@� ������ &��/
��*��* +&� &�,��'��� �2 � ��(<� �� ��B��������� �  �� �� '���� �(�/
<-��* ,����� � �2 +&�����* &�,��(��� �&-4-> ����- u2 ���'� ��&��/
�-> ,���'- �� +���������

0� ��/�*" )1�2� !"�#$" %#� ��3
� /"�+�#& % � +� 4/."� 5��.��))3

7&���&�,�����* ��,���� ����4&����� � ����(� +��� -2 '�� ��� ��/
+&*<��� � &�)���� ��""�&��@������4� ��� ����4&�����4� -&������*2
� ��)� � '��������  �4-� �������� ( +&���� - ����4&�&�����>2 �� ��
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;

?���� q9x; #  ��&�'��* 9� '�������� �(��*&��*; "-�(@�*2 �� 4���(����
� +�������� �� ���(���'����� �+&����*��* � -�����*� � ��(�,����������
+�����->B�� ���&� D �9k; #  ��&�'��* +����*���* 9+� x;D �������� '�/
��� k ��B�������� �� +&��+���4����*D y9x� k; #  ��&�@�D 4&���'��1
�+�&���& Ql ������ +�(� ��, �+&�������*� 7&� ,������� q2 Q� &�)�/
��� +&* �1 ,���'� ��,������* y9x� k; # ����&�<�����* ����������*
9 ��&�'��*; "-�(@�*� M� (� +��(���1 +���(���� k ��� �+&������� ��
 ��<�����2 (���&�� ��,������* �+�(�&� ,���'�� 5+&������� � ��'/
�����> �� +&���4�  ��<����*2 ��,����*B�4� �� x� ��+���� ,���'-
��1� ���4�'��(� � ����� � &����*��*� ��( ���� ��*����� # 6�� ,��/
'���� � �-�� +� x "-�(@�� z9x� k;2 (���&�* -��������&*�� � ��B� ��-'��
����&����1 9�� ���� �&�� -&������*�; ,���'� .�-& � # $�-����* +&�
���� ����&�@�������� k� 0��� ������ &����*��* �,������ � ���,������
�� q9x; ��2 �������������2 y2 �� &�)���� ��&����1 ,���'� ��,������*
"-�(@�* q9x;�

"��� W ��	����������� #���	$ �
���$%	&
�

C�� +&���&�,�����* ��*,���>��* � ����&���� � ,���'� �.�-& �#
$�-����* 9,����� ���� �� ,���'� �-�� �� �'��� ����(�� Ws/+&��/
�&�,������; � � �>� ���

bf 9k; H lZ
�

f9x;�9x� k; dx� 9:�;

?���� � # &�)���� ����� � -&������1 9
�; � 9
�;2 ��& �&������� -���/
��� � �9�� k; H 
M 2 9
M #  ��&�'��* �����@�;� G-�(@�* � ���������*
����������1 ����(� �� �+�(�&� ,���'� 9
�;2 9
�;2 9
;� � ��(�  -�����/
�� ��-'�� �-��� ��<� ��� +&���&�,�����* # +&���� � ������ 0��� 6��
-&�������  �<�� &�)��� ������������ f 2 ��  �<�� ���� �+&��������
"�& -�� ��&�B���*

f9x; H 9 bf 9k;;e9x; H �Z
�

bf 9k;�9x� k; dk� 9:
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%��&�'��* +�������� �9x� k;  �<�� ���� �+&������� �� '���� (� /
+��(���1 +���(���� Ck2 ����&<�B�1 �+�(�& ,���'�� F���4&�&������
+&��,������* ���� +� �+�(�&-2 ���� +� 6(����������1 (&���12 ���� +�
���1 (� +��(���1 +���(���� � ��4�� ��� ����&+&���&-���* � +� �B�>
���&�� ����B����� "-�(@�1� � ��-'�*� ��(�����'��(�4� W /+&���&�/
,�����* �� +&�����* ����4&�&����� ����(� +� ��B��������1 +&* �12
'�� � ��&�<��� � "�& -��� C�� +&* �� � ��&����� +&���&�,������
�-B����-��2 (���'��2 � ��(���&� +&���&������ "-�(@�12 ��  � ���&�/
����'� �* ��1'�� �� ��4��&��'��(�1 ���&��� ��+&��� � �� �-�� 6��
+&���&������ -��'�*��� %�<�� ����2 �� � +&���� +&� �&� ��(��
+&���&�,�����1 ��-<�� (�����'��(�� (����-�/ � ���-�/+&���&�,�����*
G-&��� 0��� ��� +&���&�,�����* +&� ��� � ( �����-�� ������/
"-�(@�* ��&�(� +� x � +� k2 �� �, 9:�;2 9:
; +��-'� �B� ��� "�& -��

�Z
�

�9x� k;�9t� k; dk H �9x� t;� 9::;

lZ
�

�9s� k;�9s� k�; ds H �9k � k�;� 9:	;

�  �������1 ,���'�2 +&� q H �2 l H�2 �'������2 � H coskxJ
sin kx

k
�9k;�

0��� �9x; �4&���'��� �� ���(���'����� 96��  �<�� ��&�,��� "�&/
 ����� (&���� -������ �9�� k; H � � � ���� ����B����� "-�(@�1;2
�� (� +��(���� ��'�( � �+�(�&� �� �-���� 8�)� -&������� 9:�;2 ���/
,��'�* � �� g H bf � ������'��(�� ��&����� (����-�/+&���&�,������
 �<�� �+&������� "�& -��1
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�

�Z
�

cos kx coskt dk H �9x� t;�

7&�����4&�&���� ��2 +��-'� 

:

�

�Z
�

sin kx

k
coskt dk H H9x� t;

9+��&�,- ������*2 '�� x � t +���<������� � 6��� "�& -���;� 7&� ��� 
( 9:�; 6�� +&���&�,������

eg 9t; H f9t; J
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�

f9x;
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�

9e� 9tJ s; J e� 9t� s;; ds dx� 9:�;
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0��� � +����*���2 � �� � ���� 9:�;� eg 9t; H f9t; J
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f9x;� dx�

7&���""�&��@�&���� � &�)��2 ��1�� �
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�Z
�
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��coskxJ xZ
�

cosks � e�x�s�� ds

�A dk� 9:�;
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J ex��C�2 4�� �� # &�,��'��� ����������� '����  ��&�@� �� � ���4�
����� +��-'���* (� ����@�* coskx � sin kx� =������������ �
��2 6��
+&���&�,�����* +&� ��� � (� ��� ����B���� "-�(@�*  �������4�
&���� � �������* � �� +���<�������1 +��-����

������1)�� ������������ 6��4� ��+&��� ����<� �� �+&�������*  �/
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E��&�* 6��� +&���&�,�����1 +����+���� &�,�������* �
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F����������1  ��&�'��� W /+&���&�,�����1 ����& +�(� �� ��)���

"��� !���	�	��	 W ��	�����������
' �����	 (�����$ ����

�

����� �-�� &��� ��&����� �&�,- ��� ,���'�.�-& �#$�-����* 9
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9
�;2 9
;� �-�� ��,����� �� ������ � � ������ �� Q��* +����@��� ���/
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�&� ��� �� �-�� 6�� +���,������*� 8�,��'��� ��&��-�� ,���' �-�� 
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 � :� 7&� ��� ( &�)���> �� -&������* 9
�;
������ � ��&����� +&���&�,������ ������ �� 5�&����� +&���&�,������
��&���* +��� -2 '�� +&* �� ( -&������* � +�&� ���� � (�6""�@���/
�� � +&� ����� �&-���� 7��'�&(�� 2 '�� "-�(@�* �� # �� ��������/
��*2 ����&� �� ��� +����'��(� ���+���>B�1 +&� k �� � ��� E�4��2
��4����� 9::;2 Z

��9x� k;��9t� k; dk H �9x� t; JK9x� t;� 9:�;

c &�4-�*&��1 "-�(@��1 K9x� t;� 7&� ���� ��+�&� +&* �� +&���&�/

,������ �� t ( k2 +��-'� ��9x� k; H ��9x� k; J

Z
K9x� t;��9t� k; dt�

E�(� ��&�,� 2 &�)���* ,���'  �<�� ��*,��� ����4&����� �+�&���/
&� ���&�4� &���2 � *�&� K �� k �� ,����*B� � E�+�&� 6��� �+�&�/
��& <��������� ���&��� +�+&�B�� 0��� +����@���� ���+���>�2 *�&�
 �<�� �,*�� �-���� � � ����� ��B� ��-'��2 (�( �-��� �����2 �4�
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 �<�� �,*�� ������&&��� 2 �� �� � *�&� +�� ��� ��� ���4�����> �
(���&���� x� t� %� ��,� � ��� ���4�����>2 ���(�

��9x� k; H ��9x� k; J

lZ
x

K9x� t;��9t� k; dt� 9:�;

C�� *�&� K9x� t; ��+�&� �-��� ����1 ���,������1 � ,���'� .�-& �#
$�-����* � ���� ��� M� ��� �-<�� +�&��'����� ��� -�����*�

��+� �� 9
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"�"� )����	��� �
� 	���& ����& �	���	����& K

7-��� �&�  ��&�'��� "-�(@�� ��-� +�&� ����� ��*,��� "�& -��1

R9x� t; H K9x� t; J F 9x� t; J

lZ
x

K9x� s;F 9s� t; ds� 9:�;

����� �� �&4- ���� ��, �-<�� ��+��������* �� �-�-�� 5+&����� �&�
���� ��&������

� H ��x � ��t �

��K H �K J R�9x;K �KR�9t;�

��F H �F J S�9x;F � F S�9t;�

9:;

4�� R�2 S� #  ��&�'��� "-�(@�� ����1 +�&� ����1�
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�*	��	 � � 	
�������� ��������
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���K�9x� s;F 9s� t; dsJ
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K9x� s;���F �9s� t; dsJ

J��9K �R; J ��F � 9:9K9x� x;;xJ S�9x;�R�9x;;F J

J9K �R; 9R�9t;� S�9t;; J
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x

K9x� s; 9R�9s;� S�9s;;F 9s� t; ds�

�K9x� l;F�x9l� t; JK�t9x� l;F 9l� t;
 �� 9	�;
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7&� ��� �+�&���& � ( 9:�;�

�R H �K J �F J
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x

K�xx9x� s;F 9s� t; ds�

lZ
x

K9x� s;F�tt9s� t; ds�

�9K9x� x;;�xF �K9x� x;F�x�K�x9x� x;F� 9	
;

7�&��1 �, ����4&���� I� +&���&�,-� ( ���-�

I� H

lZ
x

��K�9x� s;F 9s� t; dsJ

lZ
x

K9x� s;F�ss9s� t; dsJK�t9x� l;F 9l� t;�

�K�t9x� x;F �K9x� l;F�x9l� t; JK9x� x;F�x� 9	:;

=������� 9	
; � 9	:;2 +��-'� 

�R H

lZ
x

��K�9x� s;F 9s� t; dsJ
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x

K9x� s;��F �9s� t; ds J �K J

J�F � :9K9x� x;;xF JK�t9x� l;F 9l� t;�K9x� l;F�x9l� t;� 9		;
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�-'���* ��(� �� ��<������ # ��&���� "�& -�� !&���� 5�� +�,���*��
�,��<��� +����&���1 � ��'������*�� 7&����,� �4� ( ��)� ,���'� 2
+���<� � �� R� H S� H q�2 R� H q��
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x

���K�9x� s;F 9s� t; ds J
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x

K9x� s;���F �9s� t; ds J ��9K �R; J

J��F � 9:9K9x� x;;xJ q�9x;� q�9x;;F �K9x� l;F�x9l� t; J

JK�t9x� l;F 9l� t;J 9K � R; 9q�9t;� S�9t;; 
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K�xx �K�tt J q�9x;K �K q�9t; H �� 9	�;
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K9x��; H �� K�t9x��; H � 9	�;
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�$�� �������� P��� H � 
�� x � l��
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?��'���* "-�(@�1 � � +��� �>��* (�( +&������ 8��� ��&��� �&��-/
���* ���4� ��� &�)���* ��� sin kx � cos kx �� ���(���'�����2 +��(���(-
��������� �-�-� �� ����1�� � (� ����@�* �� � ��<������ 9	�; +�/
��<� F H ��9x� k;2 S� H �2 R H ��9x� k; � -��&� � l � ���(���'/
����� +� �-�* +�����*B�1 "-�(@��� sin kx2 ���� cos kx� G-�(@�* ��

�� 6��� �-�*� ��&� ���* ( �-�>� � +&����� ��<������ +&��&�����* �
��9��; J �� q�9t; H P��� H �2 '�� � �&��-���*� 5'������2 �������� �
-�������*2 '�� �� "-�(@�> K ����<��� �� ���)(�  ��4� -�����1� E�
����2 ��/+�&���2 '�� +&� ,������� +����@����� ���  �<�� ���� ��1/
���� �2 ��/���&��2 '�� �&��� 6��� "-�(@�1 K �(�<���* ��2 (���&�*
�+&������ �������1 +����@��� q� +� "�& -�� 9	�;�

?� ��� 2 '�� ���� K �+&������� "�& -��1 9:�;2 �� 9	�; � 9	�; ���/
�->� �, ��� ��+��&���������2 � 9	�; ��������* �, 9	�; �� <� &���-/
<����� 2 '�� +&������� � ��(�,����������
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��(�<� 6��� (�>'���1 � ��� � &���-<����1 &�,-����� � +&��+���/
<����2 '�� q� H �� M� ��* &�)���* ��1� ���4�'��(�1 ,���'� ����)�4�
�� �&��-���*2 � ��B�1 ��-'�12 +�/�-B����-2 �� ���<��� 6��4� '�����4��
8�,���� +�&� ����� � ,���'�2 +��(���(- -&������� 9	�; (�<���* +��/
���*B� ��* 6��4�� =�4����� +&��@�+� 6��1 +&�@��-&�2 �-<�� 4&�/
��@�2 �� (���&�� ,����� -�����*2 ������� ����* � -&���* ����� (�/
�&�����2 � �� � -�����* �� 6��� 4&���@�� ������� ����&���� �� C��
,���'� &�)����* �������� (��&������ s H t�x � ���� t � ���,������1
M9x� s; H K9x� xJ s;� q�9x; e�s2 ��* (���&�1 +��-'�� ,���'- � +�&�� 
(���&����

M�xx � :M�xs H �q�9x;M J r9x; e�s� 9	�;

M9x� �; H �� 9	;

M9x��; H �� Ms9x��; H �� 9��;

M9�� s; H �� 9�
;

?���� r # ����&� -����>B�1 +����@���2 +��-'����1 �, q� +&� ,� ���
���,������12 � '����&��� -������ ��,��(�� +��� -2 '�� ���� x � �2
�� � t � �� 7&� ��� ( -&������> 9	�; +&���&�,������ "-&�� +� s2
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cM �xx J : i�cM �x H �q�9x; cM J
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C�� -&������� +��-'��� �, ��-� -&������1 9	�; � 9	; � ��� � 9�&�,-
��- ; 6(���������� � +&���&������ ���'��� "-�(@�1 M � ������� 9�
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+�&�������* �� cM ��, �, �����*2 � 9��; 6(���������� 4���(���� cM +�
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��;� �'�* ��� 6��2 +��-'� ��*cM ����4&������ -&�������
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e� i�t
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4�� r�� H r2 r�9�; H �� F, -������* �� ���(���'����� "-�(@�1 q� �
r� ����-��2 '�� +&� �������'�� ����)� x -&������� ���������* ����/
��&&��� � 5��>�� �&�,- ����-�� ��������������2 ��( (�( ��  ���)��
,��'���* x &�)���� ���(�������4� -&������* +&����<����* ���������/
�� ��&�,� � !���(���� �'������� 5������* ��(�,���2 '�� cM ���&�/
�*�� ����4&�&-� -> ��� +����(- +� � 9'���� M ���� ���'��12 � ��
����B����1 "-�(@��1;� L���� 6�� �������2 �������'�� ��(�,��� ����/
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<� �@��(� �-��� �+&�������� � ��* cM � F, 6��1 <� �@��(� ����(���
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"-�(@�> e�s

�
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